DISTRIBUTIONS INVARIANTES SUR LES GROUPES 
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FRANÇOIS COURTES 

RÉSUMÉ. Soit F un corps local non archimédien, et G le groupe des i^-points 
d'un groupe réductif connexe quasi-déployé défini sur F ; dans cet article, on 
s'intéresse aux distributions sur G invariantes par conjugaison, et à l'espace de 
leurs restrictions à l'algèbre de Hecke Ti. des fonctions sur G à support compact 
biinvariantes par un sous-groupe d'Iwahori / donné. On montre tout d'abord 
que les valeurs d'une telle distribution sur "H sont entièrement déterminées par 
sa restriction au sous-espace de dimension finie des éléments do H à support 
dans la réunion des sous-groupes parahoriqucs de G contenant / ; on utilise 
ensuite cette propriété pour montrer, moyennant certaines conditions sur G, 
que cet espace est engendré d'une part par certaines intégrales orbitales semi- 
simples, d'autre part par les intégrales orbitales unipotentes, en montrant tout 
d'abord des résultats analogues sur les groupes finis. 
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1. Introduction 

Soit F un corps local non archimédien, O son anneau des entiers, p l'idéal max- 
imal de O, V3 une uniformisante de F ; soit p la caractéristique résiduelle et q le 
cardinal du corps résiduel O/p de F . 

Soit G un groupe réductif connexe défini sur F ; on supposera G quasi-déployé 
sur F . Soit G — G_ {F) le groupe des F-points de G. 

Dans ce qui suit, on s'intéressera aux distributions sur G invariantes par conju- 
gaison et à support dans l'ensemble des éléments de G compacts, c'est-à-dire fixant 
au moins un point de l'immeuble de G. Soit Vc l'espace de ces distributions, et 
î?c,i le sous-espace des éléments de Pc à support dans la réunion des sous-groupes 
parahoriques de G, c'est-à-dire des fixateurs connexes (au sens de Bruhat-Tits) des 
facettes de l'immeuble de G. Considérons d'autre part l'algèbre de Hecke H — Hi 
des fonctions sur G à support compact et biinvariantes par un sous-groupe d'Iwa- 
hori / fixé. D'après la conjecture de Howe démontrée par Clozel, on sait que, dans 
le cas de la caractéristique 0, l'espace des restrictions des éléments de Pc,i à cette 
algèbre est de dimension finie, et c'est également vrai en caractéristique p grâce à la 
théorie des corps locaux proches ; on peut donc chercher à en exhiber des systèmes 
de générateurs finis. 

Si g est un élément compact de G, en fixant une mesure invariante par conjugaison 
sur l'orbite de g dans G, on peut définir une distribution intégrale orbitale associée à 
g, qui est un élément de Vc- On va considérer deux familles particulières d'éléments 
compacts de G : 

- les éléments de G semi-simples non ramifiés de réduction régulière, c'est-à-dire 
les éléments g appartenant à un sous-groupe parahorique K de G dont l'image 
dans le groupe fini correspondant est un élément semi-simple régulier. De tels 
éléments existent pour q assez grand ; 



DISTRIBUTIONS INVARIANTES 3 

- les éléments unipotents de G. 

Dans 1^ 3.2], J.L. Waldspurger a conjecturé que : 

- la restriction à H de l'intégrale orbitale d'un élément semi-simple non ramifié 
de réduction régulière ne dépend que de la classe de conjugaison dans G de 
l'unique tore non ramifié maximal le contenant ; 

- l'espace engendré par ces restrictions coïncide avec l'espace engendré par les 
restrictions à TL des intégrales orbitales unipotentes sur G. 

Le but de ce qui suit est de montrer cette conjecture moyennant certaines condi- 
tions sur G ; on va même montrer que d'une part les intégrales orbitales des éléments 
semi-simples non ramifiés de réduction régulière de G, d'autre part les intégrales 
orbitales unipotentes, engendrent l'espace des restrictions à 7i de 2?c,i tout entier. 

On va chercher à se ramener au cas des groupes finis. L'objet du chapitre 3 est de 
montrer que les restrictions à TL des éléments de Vc sont entièrement déterminées 
par des distributions sur un nombre fini de groupes finis (éventuellement tordus 
par un groupe abélien libre de type fini). Pour cela, on aura besoin de quelques 
préliminaires. 

Soit F G/G^, où G^ est le sous-groupe de G engendré par les sous-groupes 
parahoriques ; F est canoniqucmcnt isomorphe à Nq (/) //, et si K est un sous- 
groupe parahorique de K , T k = Nq (K) / K est canoniquement isomorphe à un 
sous-groupe de F flemme ITT|) . Soit M l'ensemble des classes de conjugaison dans G 
de couples {AI,K^), où M est un sous-groupe de Levi de G et if^ un sous-groupe 
parahorique maximal de M ; on peut associer de manière canonique à chaque sous- 
groupe parahorique de G un élément de ; si {M,K^) est un représentant de 
fi, le lemme lÏÏH assure de plus que les groupes G = K^/K^ et G+ = 'f^K^/K^, 
où K^^ est le premier sous-groupe de congruence de Kj^^, ne dépendent pas de K. 
D'autre part, pour tout /i G A^, si (M, K^) est un représentant de fx, le sous-groupe 

= Ne [K^) /Nqi (A'p) de F ne dépend pas de (M, K^^), et pour tout K d'image 
/i, T K est canoniquement isomorphe à un sous-groupe de F^ ; si A/" est l'ensemble 
des couples (7,^), avec /i G et 7 G F^, on peut donc associer à chaque couple 
(7, K), où K est un parahorique de G et 7 G T k, un élément de TV. 

Soit D G T>c- Pour tout v ~ (7îM) G A/" et tout sous-groupe parahorique K 
de G d'image v, la restriction de Z? à l'espace des fonctions à support dans 
invariantes par le premier sous-groupe de congruence de K s'identifie à une 
distribution invariante sur à support dans 7^, ou encore à une fonction sur G 
invariante par 7-conjugaison. Soit G (G)^'^ l'espace de ces fonctions et Ccusp (G)"'''' 
le sous-espace des fonction 7-cuspidales ; si R est un système de représentants des 
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sous-groupes de Levi de G stables par 7, on a le résultat de décomposition suivant 
f proposition 13. 22|) : 

Proposition 1.1. 

MeR 

Dans l'égalité ci-dessus, si P = MU est un sous-groupe parabolique de G stable 
par 7, Indj^ -y désigne l'induite tordue par 7, définie par : 

IndS„(/):,.G^^ E /M; 

on déduit de la proposition 12 . 51 a ue cette induite ne dépend que de M et pas de P. 

Soit (pi, {D) la composante dans Ccusp (M)^'''^ de (j) ; elle ne dépend pas du choix 
de K flemme f3.20f) . Soit Tq un tore déployé maximal de G dont l'unique sous-groupe 
parahorique Ktq est contenu dans /, et soit Mj le plus petit sous-groupe de Levi de 
G semi-standard relativement à Tq et contenant à la fois M et 7, et soit l'intégrale : 

D^,(D),f (/) = / / / (m'-^ym) <j)^ (D) (7^^y) dy dm. 

Cette intégrale converge pour tout / f corollaire I3.6|l . et définit une distribution 
invariante sur Mj à support dans l'ensemble des normalisateurs de sous-groupes 
paralioriques de ; on en déduit la distribution invariante sur G suivante : 

où P-y est un sous-groupe parabolique de G de Levi M-y, et f^'' est le terme constant 
de / suivant Pj. Posons maintenant : 



pour les !/ G AA qui ne sont associés à aucun parahorique de G, on posera D^-jj^ = 0. 
Soit Vc le sous-espace de 2?c constitué des distributions de la forme ci-dessus, et soit 
Cq l'espace engendré par les fonctions sur G à support dans le normalisateur d'un 
sous-groupe parahorique et biinvariantes par le premier sous-groupe de congrucnce 
de ce même parahorique; on a f proposition 13 . 25|l : 

Proposition 1.2. Soit D G 'De- Alors il existe un unique D' G Pc tel Çue les 

restrictions de D et D' à Cq sont identiques; de plus, on a D' = D. 

Fixons maintenant un sous-groupe parahorique / de G et considérons le sous- 
espace C de G^ (G) engendré par les fonctions à support compact biinvariantes par 
le premier sous-groupe de congruence d'un sous-groupe parahorique de G contenant 
/. On a (théorème E!2H|l : 
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Théorème 1.3. Pour tout D G Vf,, D coïncide avec D sur C. En particulier, si 
D — 0, D est nulle sur C. 

Soit Cq le sous-espace de C engendré par les fonctions à support dans le normalisa- 
teur d'un sous-groupe parahorique de G contenant / et biinvariantes par le premier 
sous-groupe de congruence de ce même sous-groupe parahorique, D ne dépend que 
de la restriction de Z? à Cq, et on déduit alors immédiatement du théorème précédent 
le résultat suivant H3.27|l : 

Théorème 1.4. Si D est nulle surCo, alors elle est nulle surC. 

En particulier, si le support de D est contenu dans une classe de G modulo G^, 
ses valeurs sur C sont entièrement déterminées par ses valeurs sur un espace de 
dimension finie. (Si G est semi-simple, c'est même vrai pour D quelconque.) 

(Remarque : Il devrait être possible de généraliser ce résultat aux espaces de 
fonctions de niveau n quelconque.) 

On va utiliser ce résultat pour montrer son analogue en remplaçant C par TL. 
Considérons donc le sous-espace Tio des éléments de 7i à support dans la réunion 
des normalisateurs des sous-groupes parahoriques de G contenant /. On a le résultat 
suivant fthéorème l3.36(l : 

Théorème 1.5. Si D est nulle surTLç), alors elle est nulle surTi. 

Pour montrer les résultats cherchés (chapitres 4 et 5), on se ramène donc au cas 
des groupes finis. Soit G le groupe des F^-points d'un groupe réductif connexe défini 
sur Fq, Pq un sous-groupe parabolique minimal de G et Tic l'algèbre de Hecke des 
fonctions sur G biinvariantes par Pq. Pour toute fonction / sur G et tout g G G, 
posons : 

c'est la somme de / sur l'orbite de g. On a les résultats suivants fproposition 14.51 
lemme lÏÏ.lSI et corollaire 15. 19|l : 

Proposition 1.6. - Si g est un élément régulier d'un tore maximal T de G, la 
restriction à Ha de la distribution Ig ne dépend que de la classe de conjugaison 
de T dans G. 

- Soit Rg un système de représentants des classes de conjugaison de tore max- 
imaux de G; supposons que pour tout T G Rg, H existe un élément régulier 
gj dans T. Si le diagramme de Dynkin de G ne contient aucune composante 
connexe de type Ej ou E^, alors les distributions Ig^lwc; T G Rg, engendrent 
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l'espace des distributions invariantes sur Ti-a, et en constituent une base si G 
est déployé. 

Lemme 1.7. Soit T un tore maximal de G, g un élément régulier de T ; alors la 
restriction à T-Cq de l'intégrale orbitale Ig est combinaison linéaire des restrictions 
des intégrales orbitales unipotentes sur G. 

Corollaire 1.8. Si G est tel que tout tore maximal T de <G admet au moins un 
élément régulier, et si aucune composante connexe du diagramme de Dynkin de G 
n'est de type Ej ou Eg, alors les intégrales orbitales unipotentes engendrent l'espace 
des restrictions à Tic des distributions sur G. 

On va ensuite utiliser ces résultats pour montrer leur analogue sur G. Si K est un 
sous-groupe parahorique de G contenant /, K/ s'identifie au groupe des Fg-points 
d'un groupe réductif connexe défini sur Fç, et I / est un sous-groupe parabolique 
minimal de ce groupe ; on peut donc appliquer les résultats précédents à chacun 
des K contenant /. En recollant les distributions ainsi obtenues et en utilisant le 
théorème 13.361 on démontre fthéorèmes I4.2l et 15.231 corollaire 15. 24|l : 

Théorème 1.9. - Si g est un élément non ramifié de réduction régulière d'un 
tore non ramifié maximal T de G, la restriction à Ti. de la distribution J {g, ■) 
ne dépend que de la classe de conjugaison de T dans G. 
- Supposons que G vérifie : 

(Cl) : Tout tore maximal non ramifié T de G admet au moins un élément 
non ramifié de réduction régulière. 

Soit R un système de représentants des classes de conjugaison de tores non 
ramifiés maximaux de G, et pour tout T Cz R, soit gx un élément non ramifié 
de réduction régulière de T. Si le diagramme de Dynkin de G ne contient au- 
cune composante connexe de type Ej ou Eg, alors les distributions J((?t, ■) \h 
engendrent Pc.ilw; et en constituent une base si G est déployé sur F. 

Notons que (Cl) est vraie pour q assez grand flemme 1^^ . 

Soit Fnr l'extension non ramifiée maximale de F, et Gnr — G (Enr)- On dira que 
p est un bon nombre premier pour Gnr si, en notant $„r le système de racines de 
Gnr relativement à un tore déployé maximal et A = {ai, . . . , a„} un système de 
racines simples de pour tout /3 = ë ^nn si Q ^ 0, Ci n'est pas multiple 

de p. On a : 

Théorème 1.10. Supposons que G vérifie (Cl), que son diagramme de Dynkin ne 
contient aucune composante connexe de type E^ ou Es, et que p est un bon nombre 
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premier pour Gnr- Alors les restrictions à Ti. des distributions intégrales orbitales 
unipotentes sur G engendrent 'Dc,i\'H- 

Corollaire 1.11. Si G vérifie les conditions du théorème précédent, les espaces 
engendrés par les restrictions à Tù des distributions intégrales orbitales respective- 
ment sur les éléments semi-simples réguliers non ramifiés de G et sur les éléments 
unipotents de G sont égaux. 



Dans ce qui suit, si H est un groupe et H' un sous-groupe de H, on notera 
Nh {h') (resp. Zh {H')) le normalisateur (resp. le centralisateur) de H' dans H. Si 
g est un élément de H, on notera également Zh (g) le centralisateur de g dans H. 
Enfin, on notera Z^ = Z^ {H) le centre de H. 

2.1. Sous-groupes parahoriques. Soit B — Bq l'immeuble de Bruhat-Tits de G, 
A — Ag un appartement de B. Soit iVo l'ensemble des points de G conservant A ; 
c'est un sous-groupe fermé de G, dont la composante neutre Hq est un tore maximal 
de G. Soit Tq la composante déployée de Hq ; c'est un tore déployé maximal de G, 
et on a A'^o = (îo) et Hq = Zq (Tq). De plus, A est un R-espace affine dont la 
dimension est égale au rang semi-simple de G, et le M-espace vectoriel V associé 
à A est canoniquement isomorphe à (To) ® M/X, {Zcd) ® IR, oii Zc^d est la 
composante déployée du centre de G. 

Soit X un point de A, et soit le sous-groupe parahorique de G attaché à x ; 
c'est le fixateur connexe (cf. fî, II. 4.6.28]) de la facette de B contenant x. Si 
A! est un autre appartement de B contenant x, d'après [H I. 2.5.8], il existe un 
élément g de G tel que g {A) = A! et que gx = x \ \e tore déployé maximal Tq de G 
correspondant à A! est alors conjugué à Tç, par un élément de Nq (Kx). 

Soit le système de racines de G relativement à Tq, et soit, pour tout a e 'Î'Toj 
le sous-groupe radiciel Ua de G correspondant ; on notera Ua,x = Ua,K^ — Ua ^K^- 
On va définir le premier sous-groupe de congruence K^. de comme suit ; puisque 
Tq est un tore déployé maximal et G est quasi-déployé, Zq [Tq) est un tore; son 
immeuble de Bruhat-Tits est alors constitué d'un unique appartement, lui-même 
constitué d'une unique facette, et Zq (Tq) possède donc un unique sous-groupe 
parahorique Kzq(To) - Ou définit tout d'abord le premier sous-groupe de congruence 
-^ZgCTo) -^ZciTo) de la manière suivante : soit le tore maximal de G tel que 
Zq (Tq) — 2^{F). Soit F la clôture algébrique de F, O son anneau des entiers, p 
l'idéal maximal de O ; fixons un isomorphisme (j) de [F ) dans T^, où d est la 
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dimension de T^. Alors on a Kz(^{To) = Zq (Tq) 0(10] j , qui ne dépend pas 
de 0, et on peut poser : 



(ro)n0((i + p)'') 



ce groupe ne dépend pas non plus du choix de (p. D'autre part, soit A une chambre 
de A dont l'adhérence contient x ; le sous-groupe d'Iwahori Ka de G fixant A est 
contenu dans K^, donc pour tout a G $To, on a Ua^KA C Ua^- En particulier, 
posons : 

Ua,x+ — UoMaj 
A 

l'intersection portant sur les chambres A de A dont l'adhérence contient x ; Ua,x+ 
peut également être vu comme l'ensemble des éléments de Ua fixant point par point 
un voisinage de x dans A. Si V est l'espace vectoriel associé à ^ et si Ha est 
l'hyperplan vectoriel noyau de la symétrie Sa sur V associée à a, on a Ua,x+ — Ua.x 
si on est dans un des deux cas suivants : 

- X + Ha n'est pas un mur de A ; 

- la facette A^ contenant x n'est pas incluse dans x + H^- 

Si X + Ha est un mur de A et si A^ C x + Ha, Ua,x+ est le plus grand sous-groupe 
strict de Ua,x de la forme Ua.y, y G ^ ; si on pose : 

= ^Zg(To) n ^".^+' 

d'après |^ proposition 1.2.2 et corollaire 1.2.3], ce produit ne dépend pas de l'ordre 
dans lequel on place les a, et K], est un sous-groupe normal de ; de plus, le quo- 
tient G = Kx/Kl est le groupe des F^-points d'un groupe réductif connexe défini sur 
Fç. De plus, si Kt„ est l'unique sous-groupe parahorique de Tq et K)p^ son premier 
sous-groupe de congruence, le quotient Tq = Ktq/K^^^ s'identifie canoniqucmcnt à 
un tore déployé maximal de G, et l'ensemble des a G $To tels que Ua.x+ Ç Ua,x 
s'identifie canoniqucmcnt au système de racines de G relativement à Tq. 

On notera Cq (G) le sous-espace des éléments de (G) annulés par toute distri- 
bution sur G invariante par conjugaison. On notera également Gq (G) le sous-espace 
des fonctions sur G annulées par toute distribution sur G invariante par conjugaison. 

2.2. Normalisateur d'un sous-groupe parahorique. Soit A une chambre de 
B, I le sous-groupe d'Iwahori de G qui fixe A, A un appartement de B contenant A, 
To le tore déployé maximal de G associé à ^ et Kzg(Tq) — Zq (Tq) fl/ l'unique sous- 
groupe parahorique de Zg (Tq) ; le groupe W = W' {G /Tq) = Nq (Tq) /Kzc{Ta) est 
le groupe de Weyl affine de G relativement à Tq. D'après 3.5], c'est le produit 
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semi-direct du groupe F/ = Nq {I) /I et du sous-groupe distingué Wg de W en- 
gendré par les symétries orthogonales s[, . . . , s'^_^_i par rapport aux murs de A {n 
désignant le rang semi-simple de G) ; F/ agit sur Wg par permutation des s-. De 
plus, on a la décomposition : 

G= y Iw'I. 

w'ew 

Par un léger abus de notation, si H est un sous-groupe de G contenant Kzg(To)j on 
notera W fl H l'ensemble des éléments de W contenus dans H. 

Le groupe W agit transitivement sur l'ensemble des chambres de A ; pour tout 
w' G W, on appelle longueur de w' (relativement à A) et on note l {w') = Ia {w') 
la longueur d'une galerie minimale entre A et w' A ; c'est également la longueur l 
d'une décomposition minimale de w' sous la forme w' = Js'^^ • • ••^ij) 7 ^ T/. On a 
pour toute décomposition de ce type : 

/«;'/ = 7/4 /.../</; 

d'autre part, on a pour tout i : 

Is'ils',1 C / U Is',1. 
On en déduit en particulier que, si on pose : 

G'= \_\ Iw'I, 

G^ est un sous-groupe normal de G, ouvert et fermé dans G, qui ne dépend pas du 
choix de 7 ; de plus, posons : 

r = G/G^; 

d'après ce qui précède, F est canoniquement isomorphe à F/ ; le groupe F/ ne dépend 
donc, à isomorphisme près, pas de /, et chaque élément de F possède un unique 
représentant dans W appartenant à F/. 

D'autre part, pour toute partie J C {1, . . . , n + 1}, il existe au moins un point 
de A fixé par les s^, i e J; le sous-groupe de G engendré par / et les s'^^, i E J est 
alors un sous-groupe parahorique Kj de G contenant J, et tous les sous-groupes 
parahoriques de G contenant J peuvent être obtenus par ce moyen. G^ contient alors 
tous ces sous-groupes, donc également tous les autres sous-groupes parahoriques de 
G puisque ceux-ci leurs sont conjugués. En particulier, G^ contient tous les sous- 
groupes compacts des sous-groupes radiciels de G relativement à Tq ; G^ contient 
alors tous ces sous-groupes radiciels, donc également le groupe qu'ils engendrent, 
qui est le groupe dérivé de G ; on en déduit que F est abélien. 
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De plus, on a le lemme suivant : 

Lemme 2.1. Soit J une partie de {1, . . . , n + 1} distincte de {1, . . . , n + 1} lui- 
même. On a : 

Ng (Kj) = TjKj, 
où Tj est le sous-groupe des éléments de Tj qui permutent les ai, i € J. 

Démonstration. Puisque / C Kj, Ng (Kj) est une réunion de doubles classes mod- 
ulo /, et il sufRt de caractériser les éléments w' € W qui normalisent Kj. Soit donc 
un tel w' G W ; écrivons-le w' — w'^j, avec 7 G F et Wg £ Wq. Puisque 7 normalise 
/, il stabilise A et permute les faces de A ; si Aj est la face de A dont Kj est le 
fixateur connexe, il existe alors J' telle que "/Aj = Aji ; pour que w' normalise Kj, 
on doit donc avoir w'qAj' = Aj. Or puisque A possède une unique face de chaque 
type, d'après 0] I. 1.3.5], il existe une unique face de A transformée de Aj> par un 
élément de W^, et cette face est forcément Aji ; on a donc J' — J, ce qui implique 
à la fois que 7 G Pj et que WqAj — Aj, d'où l'on déduit grâce à Pl, L 1.3.5] que w'q 
est un élément du sous-groupe de Wq engendré par les Sq^, i G J, ce qui démontre 
le lemme. □ 

On en déduit immédiatement le corollaire suivant : 
Corollaire 2.2. Pour tout J, Ng (Kj) HG^ = Kj. 

Soit maintenant x un point quelconque de G, son fixateur connexe dans G ; 
on posera P^; = Tk^ = Ng (K^) /K^. 

Soit K un sous-groupe parahorique de G. Comme son premier sous-groupe de 
congruence est déterminé de manière unique, il est également normalisé par tout 
élément de Ng {K). Supposons que K contient /, et soit 7 G Ng (/). Considérons 
le groupe = = ^'^K/K^ ; c'est le produit semi-direct de G = K/K^ par le 
groupe 7^. Puisque 7 peut être d'ordre infini, n'est pas toujours le groupe des 
Fç-points d'un groupe réductif, mais on peut faire la remarque suivante : puisque G 
est fini, son groupe d'automorphismes l'est également, et il existe donc un entier h 
tel que 7'' agit trivialement par conjugaison sur G; 7^ est alors central dans G^, et 
(Q+ l^bz groupe des Fg-points d'un groupe réductif défini sur Fg. On va donc 

pouvoir appliquer à G+ certains des résultats de I12| . 

On appellera sous-groupe parabolique de G^ un sous-groupe de la forme P+ = 
N,Q+ (P), où P = MU est un sous-groupe parabolique de G. De même que dans 
|12l proposition 1.5], on a une décomposition de la forme P+ = M+U, o\i M+ = 
iVp+ (M) ; M+ est un sous-groupe de Levi de G+. De plus, on a P = P+ n G et 
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M = M+ n G ; il y a donc bijection canonique entre les sous-groupes paraboliques 
(resp. de Levi) de G"*" et ceux de G. 

D'autre part, il existe un représentant de 7 dans G^ qui est quasi-central (au sens 
de ^1 1.15]) : c'est une conséquence immédiate de ^2 1-16 et 1.34]. En assimilant 
7 à un tel représentant, et en posant G'^ = G n Zq+ (7), on en déduit le résultat 
suivant : 

Lemme 2.3. Il existe une bijection canonique entre les classes de conjugaison de 
sous-groupes de Levi de G+ contenant 7 et les classes de conjugaison de sous-groupes 
de Levi de G'', induite par l'application canonique M+ H G'''. 

Démonstration. Ce lemme est une conséquence immédiate de [121 proposition 1.40]. 

□ 

Soit P+ = M+U un sous- groupe parabolique de G+. Si / est un élément de 
l'espace C (G^) des fonctions sur G+ invariante par conjugaison, on définit sa 
restriction à M+ par : 

/ : m G M+ I — > ^ / (mu) . 

Si maintenant (/> est une fonction sur invariante par conjugaison, on définit son 
induite à G+ par : 

Indp+ (f) : g £ G"*" 1 — *■ (j) ('^) • 

m£M+ ,u&5+ ,h£G+ ,g=h-''-muh 

Considérons le produit hermitien défini positif sur l'espace des fonctions invari- 
antes sur G"*" à support dans 7G, donné par : 

(/,/')o = ^E7M/'(.). 

On a les résultats suivants : 

Lemme 2.4. Soit f (resp. (j)) une fonction centrale sur (resp. M+J à support 
dans 7G (resp. jM.). On a : 



(/,Indp+ 0)g = {rp+ /,(/')m. 
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Démonstration. En effet, on a : 



I / {x ^mux)(l) (m) 



card (P) card (G) , ^ 

E (mu)0 (m) 



card (M) card (U) 

□ 

Proposition 2.5. S'oit P+ = M+U un sous-groupe parabolique de contenant 7. 



- Soit f <E C à support dans 7G ; /a restriction rp+ f de f à M+ ne 
dépend pas du choix de P+ ; 

- soit e C (M+)'^ à support dans 7M ; Vinduite Indp+ (j) de (p à G+ ne dépend 
pas du choix de P"*". 

Démonstration. Si P+ = G+, le résultat est trivial ; supposons donc P+ propre. Soit 
P'+ = M+U' un autre sous-groupe parabolique de contenant 7 et de Levi M+ ; 
on va montrer par récurrence sur le rang semi-simple de que l'on a : 

(Indp+ (/), Indp+ 4>)g = (Indp+ 0,lndp/+ (/))g = (Indp/+ 0,lndp,+ 0)g, 

ce qui montrera la seconde assertion, la première s'en déduisant au moyen du lemme 

On déduit de ce même lemme IT^ que ces égalités sont équivalentes à : 

{4>, rp+ Indp+ 0} = (0, rp+ Indp,+ 0} = (0, rpX Indp,+ 0). 

Ces dernières égalités se déduisent immédiatement de la formule de Mackey pour 
les paraboliques de G+ (cf. ^1 théorème 3.2]) et de l'hypothèse de récurrence. □ 

2.3. Éléments compacts. Le but de cette partie est de classifier les parties de G 
de la forme 7 A', où K est un sous-groupe parahorique de G et 7 G Nq (K). 

On dira qu'un élément de G est compact dans G s'il est contenu dans le nor- 
malisateur d'un sous-groupc parahorique de G ; 5 G G est compact dans G si et 
seulement si il appartient à un sous-groupe de G compact modulo le centre Z de G, 
ce qui est vrai si et seulement si toutes les valeurs propres de l'application linéaire 
Ad (g) sur Lie (G) sont de valuation 0. La notion de compacité dépend du groupe 
considéré : en effet, si H est un sous-groupe réductif fermé de G, tous les éléments 
compacts de G sont compacts dans H, mais la réciproque est fausse. 



DISTRIBUTIONS INVARIANTES 13 

Lemme 2.6. L'ensemble Gc des éléments compacts de G est un ouvert fermé de 
G. 

Démonstration. En cfFct, Gc est réunion de sous-groupes ouverts de G ; c'est donc 
un ouvert de G. D'autre part, considérons l'application de G dans F [X] telle que 
pour tout g Çz G, (f> (G) est le polynôme caractéristique de Ad (g) sur Lie (G) ; (p est 
continue, et Gc est l'image réciproque par (p de l'ensemble des polynômes de degré 
dim (G) dont toutes les valeurs propres sont de valuation 0, qui est un fermé de 
F [X] ; Gc est donc un fermé de G et le lemme est démontré. □ 

Soit X E B, A un appartement de B contenant x, Tq le tore déployé maximal 
de G associé à A. Soit l'ensemble des racines de G relativement à Tq telles que 
Ua.x+ est strictement contenu dans Ua.x ; d'après ce qui précède, c'est également 
l'ensemble des racines a telles que Ha est un mur de A et que A^ C x + Ha ; cet 
ensemble est un sous-système de racines de $. Soit le groupe de G engendré par 
Zq (Tq) et les Ua, on a décrit l'ensemble des racines qui sont combinaisons linéaires 
à coefficients dans Q d'éléments de '■ c'est un sous-groupe de Levi de G, dont 
la classe de conjugaison ne dépend pas du choix de Tq. On pose Km^^ — Kx H Mx ; 
Km.j. est un sous-groupe parahorique maximal de Mx dont la classe de conjugaison 
ne dépend pas non plus du choix de Tq ! classe de conjugaison jix (dans G) du 
couple (Mx, Km^) est donc déterminée uniquement par x. 

(Remarquons que le groupe Hx engendré par Zq (Tq) et les Ua, ol G est un 
sous-groupe réductif fermé de G dont Tq est un tore déployé maximal, mais n'est 
pas nécessairement un sous-groupe de Levi de G.) 

Soit x,y G B\ on dira que Kx et Ky sont associés si iix = (J'y, c'est-à-dire si 
deux couples (Mx, Km.^) et (M^, KMy) quelconques sont conjugués entre eux. Deux 
parahoriques de G conjugués entre eux sont clairement associés ; la réciproque est 
fausse. 

On notera l'ensemble des couples (M, Km), on M est un sous-groupe de 
Levi de G et Km un sous-groupe parahorique maximal de M, et M. l'ensemble des 
classes de conjugaison d'éléments de Mq. 

Si /Co est l'ensemble des couples (Kx,Tq), on x est un élément de B et Tq un 
tore déployé maximal de G correspondant à un appartement de B contenant x, on 
a ainsi défini deux applications canoniques : 

- une application kq de /Cq dans Mo ; 

- une application «; de B dans M.. 
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Puisque k{x) ne dépend que de la facette contenant x, par un léger abus de notation, 
on notera parfois k {K^) = k{x). 

Soit ^ € A4 et {M, K^) un représentant de /U ; si Kj^ est le premier sous-groupe de 
congruence de K^, le groupe M = K^/Kj^ est l'ensemble des Fg-points d'un groupe 
réductif connexe M défini sur Fg, qui ne dépend pas du choix de (M, iv'^) ; de plus, 
si X est un élément de B dont l'image par k est fi, le groupe réductif fini K^/K^ est 
canoniquement isomorphe à M. Pour tout élément k (resp. toute partie X) de 
ou de Kx, on notera k ou (resp. X ou Xm) son image dans M. 

Soit maintenant A un appartement de B, Tq le tore maximal de G associé à A, 
X G A, {M, Km) = Ko{Kx,To), Am l'appartement de l'immeuble de Bm de M 
associé à Tq et xm un point de la facette de Am fixée par Km ; on va définir une 
surjection canonique entre A et Am- Puisque l'espace vectoriel Vm associé à Am est 
canoniquement isomorphe à X* (Tq) (8>K/^* {ZM,d)^^, où ZM,d est la composante 
déployée du centre de M, et puisqu'on a clairement Z^d C ZM,d, on a une surjection 
canonique entre l'espace vectoriel V associé à ^ et Vm- Soit la bijection de A dans 
Am induite par cette bijection canonique en posant (x) = xm ; on va montrer 
que (j)x ne dépend pas du choix de x. Soit donc y un autre élément de A tel que 
Ko {Ky,To) est de la forme (M, K'j^) ; on va vérifier que si y m est un point de Am 
fixé par K'^^, on a 4>a: {y) = Vm- 

Puisque l'adhérence de toute chambre de A contient au moins un y, par une 
récurrence évidente, on peut supposer que a; et y sont séparés par un unique mur 
iî de ^ ; soit «g la racine affine de G relativement à Tq associée à iî et contenant 
X et pas y, et ao la racine de G relativement à Tq associée à ag. Comme (j)x et (j)y 
sont deux applications affines de même partie linéaire, il suffit de considérer leurs 
images respectives en un point donné. 

Pour toute racine a de M relativement à Tq, si Ua est le sous-groupe radiciel de M 
correspondant et Ua,K un sous-groupe ouvert compact de Ua maximal parmi ceux 
contenus dans K'j^^, Ua,K fixe un demi-espace de A contenant y, donc également un 
demi-espace de Am contenant (j)x {y) (c'est trivial si a 7^ ±ao ; si a = ao (resp. si 
a = —ao), le demi-espace de Am fixé par Ua,K est l'adhérence de la plus grande 
racine affine de M relativement à Tq strictement contenue dans ç!>x («q) (resp. de 
la plus petite contenant strictement ^x (c^o)) > i® ^^^^ sous-groupe parahorique 
de M contenant tous les Ua^K est i^^, ce qui impose ^x iu) = Vm- Par le même 
raisonnement, on voit que si maintenant y est un point quelconque de A, 4)x {v) est 
fixé par Ky n M ; on a donc montré le résultat suivant : 
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Lemme 2.7. // existe une unique surjection affine de A dans Am Qui, à tout x G A, 
associe un point xm de Am fixé par n M. 

On va maintenant utiliser ce lemme pour montrer le résultat suivant : 

Lemme 2.8. k et kq sont surjectives. 

Démonstration. Montrons d'abord que kq est surjective, c'est-à-dire que pour tout 
H € Ai et tout représentant (M,K^) de /i, il existe un point a; de S et un tore 
maximal Tq de G dont l'appartement AdeB associé contient x, tels que (M, K^) = 
Ko {K^,To). 

Soit donc Am un appartement de l'immeuble de M contenant un point Xm 
fixé par Kfj^, Tg le tore déployé maximal de M associé à Am, A l'appartement 
de l'immeuble de G associé à Tq, et (f) une isométrie de A dans Am vérifiant les 
conditions du lemme précédent. Considérons l'image réciproque E dans A par (j) de 
la facette Am de Am contenant xm '■ c'est un sous-espace afl&ne de A, et pour tout 
x £ E, Kx contient K^, : puisque est un sous-groupe parahorique maximal de 
M, on en déduit que l'on a C\ M — ; réciproquement, pour tout x G ^ tel 
que Kx n M = if^, on a (f) (x) S Am, donc x appartient à E. On en déduit que E 
est réunion de facettes de A. 

Soit maintenant A une facette de A de dimension maximale parmi celles con- 
tenues dans E, et soit x G A. Alors convient : en effet, soit {Mx,KmS) = 
Ko {Kx, Tq) ; on déduit de la définition de Ko que M C Mx ; d'autre part, le rang de 
Mx est égal au rang de G moins la dimension de A, qui est égale à celle de E, ce 
qui donne : 

rg (Mx) = rg (G) - dim {E) = rg (M) ; 

on en déduit que Mx = M. Enfin, Km^ = Kx n M = if^, ce qui achève la 
démonstration de la surjectivité de kq- 

Montrons maintenant la surjectivité de k : soit G M., et (M, Kfj) un représen- 
tant de II dans Mq. Puisque kq est surjective, il existe un couple {Kx,Tq) e K, dont 
l'image par kq est (M, K^j) ; mais alors, on a k {x) = fi. Donc k est surjective et le 
lemme est démontré. □ 

On va maintenant s'intéresser aux classes de la forme {'y,Kx), avec a; e B et 
7 e Ng {Kx). Soit tout d'abord (M, K) G Mo, Tq un tore déployé maximal de M, 
et X & B tel que ko{Kx,To) = {M,K); il est clair que Nq {Kx) C Ng{M,K). 
Posons donc : 

T(M,K) = Ng (M, K) /Ng (M, K)nGK 
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Il est clair que si {M',K') est un élément de Mq conjugué à {M,K), r(jv/',/<-') — 
^(M.K) ; ^(M,K) ne dépend donc que de la classe de conjugaison ^ de {M,K), et 
on le notera alors F^. Pour tout fi (z A4, s'identifie donc à un sous-groupe de T 
contenant tous les r^;, avec x € B tel que k (x) — fi. Remarquons que les ne sont 
généralement pas égaux à , ni même forcément égaux entre eux. 
On a le résultat suivant : 

Proposition 2.9. Soit x,x' G B tels que et K^' sont associés, soit Tq (resp. 
Tq) le tore déployé maximal de G associé à un appartement A (resp. A' ) contenant 
X (resp. x') et soit {M,K) = KaiR^j^Tç,) (resp. (M',K') = kq {K.^, ,T(^)). Soit 
7 un élément de W (G/Tq) n Nq [K^) et 7' un élément de W (G, T(^) n Nq (K^,) 
représentant un même élément de F et normalisant chacun un sous-groupe d'Iwahori 
de G ; alors les triplets (^jM^K) et (7', M', if') sont conjugués dans G. 

Démonstration. La démonstration de cette proposition fera l'objet du paragraphe 

rm □ 

On déduit de cette proposition que le groupe ■f'^Kx/K^ ne dépend que de 7 et 
de fi = K (x). Considérons donc l'ensemble G des couples de la forme {"f,x), x (z B 
et 7 e Fa;, et l'ensemble A/" des couples — (7, G et 7 e F^, et soit 

l'application C de dans M définie par : 

C : (7,2;) ^ {i,k{x)) ; 

si v Cz JV possède au moins un antécédent x par C, on peut lui associer de manière 
canonique le groupe = = j^K^/K^. Notons que C n'est généralement pas 
surjective. 

Puisque C (7, x) ne dépend que de 7 et de la facette contenant x, par un léger 
abus de notation, on notera également parfois C (7, K^) = C (7j x). 

2.4. Sous-groupes standard et semi-standard. Fixons un tore déployé maxi- 
mal Tq de G et un sous-groupe parabolique minimal Pq = MqUo de G tel que Tq est 
contenu dans le centre de Mq. Un sous-groupe parabolique P = MU de G sera dit 
standard (resp. semi-standard) relativement à Pq et Tq (resp. Tq) si Pq C P (resp. 
Mo C P) ; M est un sous-groupe de Levi standard (resp. semi-standard) de G s'il 
contient Mq et s'il existe un P = MU tel que P est standard (resp. semi-standard). 

Soit maintenant M un sous-groupe de Levi semi-standard de G, Am l'apparte- 
ment de l'immeuble Bm de M correspondant à Tq ; soit K un sous-groupe para- 
horique maximal de M fixant un point de Am-, et soit M = K/K^ ; il existe un 
unique sous-groupe d'Iwahori Ik de M contenu dans K dont l'image Ik dans M 
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est le sous-groupe parabolique minimal Vq ^ Pq D K de Wl; sera appelé sous- 
groupe d'Iwahori standard (relativement à Tq) de K. Si est un sous-groupe 
parahorique de G fixant un point a; de ^ et tel que (M, K) — kq {K^, Tq), il existe 
un unique sous-groupe d'Iwahori / de G contenu dans et tel que / H — Ik ] 
on l'appellera le sous-groupe d'Iwahori standard de (relativement à Tq). 

Si M est un sous-groupe de Levi standard de G, il existe un unique sous-groupe 
parabolique standard P de G de Levi M ; c'est P = MPq. Soit Kq un sous-groupe 
parahorique maximal spécial de G fixant un sommet de l'appartement A de B 
associé à Tq ; on a G = KqPq = KqP, et Kq f) M est un sous-groupe parahorique 
maximal spécial de M. Fixons des mesures de Haar sur Kq et sur U, et définissons, 
pour / e (G), le terme constant de / selon F, noté f^^ ou par : 

1 

Iko ■ ^ e M I — >Sp{m)2 f {k-^muk) dkdu, 

" Jko X U 

011 6p est la fonction module sur P ; cette définition dépend du choix de Kq, mais si 
Kq est un sous-groupe de G vérifiant les mêmes conditions, avec des normalisations 
convenables des mesures de Haar, /^^ et f^, ne diffèrent que d'un élément de 
Go (M) ; si D est une distribution invariante sur AI, D (/l^^) ne dépend pas de Kq 
et on pourra donc écrire sans ambiguïté D {f^) sans préciser Kq. 

3. Distributions invariantes à support compact 

Le but de cette partie est de montrer que les restrictions à certains sous-espaces 
de Gj?° (G) des distributions invariantes sur G à support compact sont entièrement 
déterminées par leurs restrictions à des sous-espaces de dimension finie de fonctions 
à support dans des normalisateurs de sous-groupes parahoriques de G. Pour cela, 
on va utiliser certaines distributions particulières. 

3.1. Démonstration de la proposition. On va maintenant démontrer la propo- 
sition!^] Montrons d'abord que l'on peut supposer 7 = 7' et Tq = Tq. Soit A 
une chambre de A' dont l'adhérence contient x' , et / le sous-groupe d'Iwahori de 
G fixant A; on a / C Kx'. Quitte à remplacer x par gx, avec g convenable, et à 
conjuguer Tq et 7 par g, on peut supposer que A C Aet que K^ contient également 
/ ; on peut alors supposer 7 G W' D Nq (/) et 7' = 7. De plus, d'après ^ corollaire 
2.2.6], il existe h e G' fixant A et tel que hA = A' ; quitte à conjuguer Tq et 7 par 
h, on peut donc supposer Tq — Tq. 

Supposons donc 7 = 7' et Tq = Tq, et soit g E G tel que g^^ {M',K')g — 
{M,K), et soit Am (resp. A']^.j) l'appartement de l'immeuble Bm de M associé à 
Tq (resp. g^^TQg). Alors A et A! contiennent le sommet y de Bm fixé par K, donc 
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d'après 4, 2.5.8], il existe h e M fixant y et tel que hA' = A. Mais alors on a 
{gh)~^ {M' , K') gh = (A/, X) et gh^^Togh = Tq ; {M,K) et {M',K') sont donc 
conjugués par un élément w de W , et on a (W f) K') w ~ W' f) K. 

Réciproquement, si w est un élément de W' vérifiant cette dernière égalité, posons 
(M", K") = (M', K') w. Alors W n K" = W'r\K; les sous-espaces de A fixés 
par K et iîT" sont alors identiques, et on en déduit que l'on a K = K" , d'oii, puisque 
M (resp. M") est la fermeture de Zariski de K (resp. K"), M = M" . Pour montrer 
la proposition, il suffit donc de trouver w G W qui commute avec 7 et tel que 

{W r\K')w = w' r]K. 

Montrons maintenant que l'on peut supposer que le centre de G est compact. Soit 
Zq^cI = Zq ci {F) la composante déployée du centre de G ; considérons le morphisme 
canonique : 

</) : G G ^ G/Zga. 

Il est clair que le noyau de (j) est \ 4> induit donc une injection de G/Zq^ci dans 
G/Zo^d- De plus, le groupe de cohomologie ^Gal (F/F) , Za,d^ est trivial (c'est 
vrai si Zc^d est de dimension 1 par \'22\ II. 1, proposition 1], et dans le cas général car 
Zc^d est produit direct de tores de dimension 1 déployés sur F), et l'on en déduit que 
l'image de est (^G/Zc,d^ (F), et donc que ce groupe est égal à G/Zcd- De plus, 
si (7, M, if) et {j' , M' , K') sont conjugués dans G, leurs images le sont clairement 
dans G/Zc^d ; réciproquement, d'une part Zc.d est contenu à la fois dans M et M', 
et d'autre part 7 et 7' (resp. K et K') sont contenus dans la même classe de G 
modulo G^, et sont invariants par multiplication par Kzq[To) ^ Zc.d H G^ ; on en 
déduit que si (7, AI, K) et (7', A/', K') sont conjugués modulo Z^d, alors ils le sont 
dans G. Quitte à remplacer G par G/Z^d, on peut donc supposer que le centre de 
G est compact. 

On va commencer par montrer la proposition dans le cas 011 le diagramme de 
Dynkin de G est connexe. Supposons d'abord M — G. On a alors également M' — 
G; de plus, il existe w eW (G/Tq) tel que = w-^K^'W. Soit w' e W D 
tel que w'~^w^^ Iww' — F, w' existe car les images de / et de w~^Iw dans Kx/ Kl, 
sont deux sous-groupes paraboliques minimaux de ce groupe. Alors ww' normalise 
/, donc appartient à F/ ; comme ce groupe est abélien et contient 7, ww' et 7 
commutent. On a donc [ww') ^ {'-f,G,Kj.i)ww' — (jjGjKx) et la proposition est 
démontrée dans ce cas. 

Supposone maintenant M et M' propres. Soit A = {ai, . . . , an+i} l'ensemble 
des racines de G relativement à Tq correspondant aux murs Hi, . . . , Hn+i de A 
dans A ; F agit sur A par l'intermédiaire de l'image canonique de F/ dans le groupe 
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de Weyl W = Nq (Tq) /Zq (Tq) de G relativement à Tq. Pour toute partie J de 
{1, . . . ,n + 1}, on notera Aj l'ensemble des aj, j £ J. 

Soit J (resp. J') la partie de {1, . . . , n + 1} tel que Aj (resp. Aj>) est un ensemble 
de racines simples de M (resp. M') ; Aj et Ajr sont stables par 7. 

Soit Oi, . . . , Or les orbites de A pour l'action de 7. Pour tout i, on notera Ki le 
sous-groupe parahorique de G engendré par / et par les éléments de W correspon- 
dant aux réflexions par rapport aux Hj , j ^ Oi ; j normalise Ki , et on a le lemme 
suivant : 

Lemme 3.1. Supposons qu'il existe i Cz {1, . . . ,r} tel que K et K' sont tous deux 
inclus dans Ki, et conjugués par w G W D Ki ; alors on peut supposer que w 
commute avec 7. 

Démonstration. En effet, considérons le groupe réductif fini non connexe Gf = 
■^'^Ki/Kf ; W' n Ki s'identifie au groupe de Weyl de Gi = Ki/K} relativement au 
tore déployé maximal To = T^/T^. Les sous-groupes de Levi M+ et M'+ de G,^, 
images respectivement de "f'^K/K^ et "f'^K' /K'^, sont conjugués, donc d'après le 
lemme 1^31 6n identifiant 7 à un de ses représentants quasi-centraux dans G^, si GJ 
est le sous-groupe des éléments de — Ki/K} commutant avec 7, les sous-groupes 
de Levi M'»' = M+ n Gj et M''' = M'+ n Gj de Gj sont conjugués. Or ces sous- 
groupes sont semi-standard relativement au tore déployé maximal Tq de Gj , donc 
il existe w' = W {Gj /Tl) tel que w'-'^M'^w' = M"^. On en déduit, toujours 

grâce au lemme ITÏÏl que l'on a w'~^Ww' = M. Or s'identifie à l'ensemble des 
éléments de W' n Ki commutant avec 7, ce qui démontre le lemme. □ 

On va maintenant considérer les différents cas, suivant le type de G : puisque 

l'assertion du lemme ne dépend que de la structure de W' , il suffit de considérer le 

type du système de racines de G relativement à Tq. 

- Si G est de type An, d'après 13!, il existe un entier s divisant n + 1 et tel 

n + 1 

que F est cyclique d'ordre , r divise également n + 1, est un multiple 

s 

n + 1 

de s et 7 est un élément d'ordre de F. Si «i, . . . , a„-(-i sont numérotées 

r 

dans l'ordre du diagramme de Dynkin, les Oi sont les parties de A de la forme 
"lai+rfc \ < k < — — — et J et J' sont (modulo n+1) périodiques de période 
r. 

Supposons d'abord qu'il existe un élément j de {1, . . . , n -t- 1} n'appartenant 
ni à J ni à J' ; si Oi est l'orbite contenant aj, K et K' sont contenus dans Ki, 
et {M, K) et {M' , K') sont conjugués par un élément de W'CiKi ; c'est trivial si 
Ki est un sous-groupe d'Iwahori de G, et si Ki n'est pas un Iwahori, en posant 
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(G, ^ K,/K}, M = K/K^ et M' = K' / K'^ , M et M' sont des sous-groupes de 
Levi de G^, et si Di, . . . , D ^ ^ sont les composantes connexes du diagramme 

r 

de Dynkin de G^, puisque 7 agit transitivement sur les Dk, pour tout k, le 

n + 1 

diagramme de Dynkin de M (resp. M') est constitué de copies de son 

r 

intersection avec Dk, et ces deux intersections sont isomorphes. De plus, Dk est 
de type ^r-i, donc le groupe de Weyl de la composante correspondante de G^ 
est isomorphe au groupe symétrique Sr, et il est clair que deux sous-groupes 
de Sr tous deux engendrés par des transpositions élémentaires et isomorphes 
entre eux sont conjugués. On en déduit que K et K' sont conjugués par un 
élément de Ki, et le lemme permet alors de conclure. 

On va donc montrer que, quitte à conjuguer (M', K') par un élément de W' 
commutant avec 7 et convenablement choisi, on peut toujours supposer qu'il 
existe un j n'appartenant ni à J ni à J'. 

Le groupe W' se plonge de manière canonique dans le groupe de Weyl affine 
de PGLn+i (F) relativement à son tore diagonal, en identifiant, pour tout 
j G {1, . . . ,n + 1}, aj à la racine de ce tore donnée par : 

(Al, . . . , A„+i) I — > XjXj^i, 

les indices étant pris modulo n+1; le groupe W s'identifie alors à l'ensemble 
des éléments de dont la valuation du déterminant (qui est un élément de 
Z/ (n -I- 1) Z) est multiple de s. Considérons l'ensemble : 

L = {il - J2 I jl,j2 ^ J} , 

et soit / le pgcd des éléments de L ; on a le lemme suivant : 

Lemme 3.2. Le groupe des valuations des déterminants des éléments de Nw^ {W H K) 
est mj {n+l)Z. 

Démonstration. En effet, si w £ Nw;^ (W' Cl K), la valuation du détermi- 
nant de w est un multiple de / ; réciproquement, il existe un élément de 
{W n K) dont la valuation du déterminant est l : en effet, pour tout 
couple (ji, J2), ji < J2, considérons l'élément : 

Diag(l,...,l,TO, ...,n7,l,...,l) 

du tore diagonal de GLn+i {F), 011 les termes valant zu sont ceux d'indices 
+ 1 h j2 inclus ; la valuation de son déterminant est ji — j2 , et sa classe dans 
PGLn+i (F) normahse W CiK. Le sous-groupe de Z/ {n + l)Z des valuations 
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des déterminants des éléments de {W fl K) contient donc les classes de 
tous les ji — j2, donc contient celle de l et le lemme est démontré. □ 

Revenons à la démonstration de la proposition. Supposons d'abord qu'il 
existe un couple et un entier a tels que j ^ J, j' ^ J' et j — j' = la. 

Puisque l est le pgcd des éléments de L, on peut écrire (modulo n + 1) : 

t 

la = ^/j, 

k=l 

011 les li appartiennent à L ; on supposera la décomposition choisie de façon 
à minimiser t. On va montrer l'assertion de la proposition par récurrence sur 
sachant que le cas t = correspond au cas j ~ j' auquel on cherche à se 
ramener. Soit ji, j2 ^ J tels que ji — j2 = h, soit Oi l'orbite de a^^, et soit w 
l'élément du groupe de Weyl de Ki/K} constitué de r copies de l'élément : 



J 



h + l 



n+l 



\ 1 

il est clair que w commute avec 7. Posons w' = ^l^-'^'w^-l^~^ ; c'est un élément 
de W' qui commute avec 7, et qui envoie {aj | j G J} sur une partie de A de la 
forme {uj \ j G J"} ; J" ne contient alors pas j — li, et on conclut en appliquant 
l'hypothèse de récurrence à (M", K") = w' {M, K) w'-^ et (M', K'). 

Posons maintenant /' ~ pgcd (s, l) et supposons qu'il existe un couple 
et un entier b tels que j ^ J, j' ^ J' et j — j' — l'b. Soit c un entier tel 
que es + l'b est un multiple de l, et soit (M",K") = 7=* {M, K) , et J" 
défini comme précédemment en remplaçant w' par 7°'' ; alors J" ne contient 
pas j + es, et on peut appliquer le cas précédent à (M", K") et (M', K'). 

Supposons enfin qu'il n'existe aucun couple tel que j J, / J' et 

j — j' est multiple de l'. Alors d'après le lemme, la valuation du déterminant 
de tout élément w' de tel que w'~'^ {W nK)w' = W'r] K' est de la forme 
j — j' + la, donc non multiple de l' sinon j — j' le serait, et en particulier 
non multiple de s ; un tel élément ne peut donc pas appartenir à W, et on en 
déduit que W fl if et W n K' ne sont pas conjugués dans W. On arrive donc 
à une contradiction, ce qui achève la démonstration pour le cas A„. 
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- Supposons maintenant G de type -B„, n > 3. Le diagramme de Dynkin étendu 
de G est alors de la forme : 



O O O " 

ai \ «2 Q!„_2 a„_^|\Q 

Si 7 est non trivial, d'après 0, il est d'ordre 2, permute a„ et Q!„+i et fixe 
toutes les autres racines ; a„ et a„+i sont donc racines de M si et seulement 
si elles sont racines de M' . De plus, «i, étant la seule racine simple courte, 
est racine de M si et seulement si elle est racine de M' . Il y a donc trois cas 
possibles : 

- si ai n'est pas racine de M, K et K' sont contenus dans Ki ; si i est 
le plus grand élément de {1,...,7î + 1} tel que ai n'est pas racine de 
M , 011 a. K = K' s\ i vaut 1 ou 2, et s\ i > 2, K et K' sont conjugués 
par un élément de la composante de type Ai^2 du groupe de Weyl de 
{Kl D Ki) / {Kl D Ki)^ (cette assertion se démontre de la même façon que 
l'assertion similaire qui se trouve dans la preuve du cas An) ; le lemme 
13. Il permet alors de conclure; 

- si a„ et a„+i ne sont pas racines de M, même chose en remplaçant Ki 
par Kn et en prenant pour i le plus petit élément de {1, . . . , n + 1} tel 
que a,; n'est pas racine de M ; 

- si ai, a„ et a„+i sont racines de M , soit j £ {1, . . . ,n + 1} maximal tel 
que aj n'est pas racine de M ; le diagramme de Dynkin de M possède 
alors une composante de type Dn-j-i (ou Ai x Ai avec a„ et a„+i pour 
racines). Celui de M' en possède alors également une, ce qui n'est possible 
que si aj n'est pas non plus racine de M' ; K et K' sont alors contenus 
dans Kj, et sont conjugués par un élément de la composante de type Bj-i 
du groupe de Weyl de Kj/Kj ; on termine comme dans le cas précédent. 

- Supposons maintenant G de type C„, n > 2. Le diagramme de Dynkin étendu 
de G est alors de la forme : 

o-Vt> O O <(^o 

ai / a2 a„_i a„ ^ a„+i 

Si 7 est non trivial, d'après j^, il est d'ordre 2 et envoie, pour tout j, aj 
sur a„+2-i ; de plus, ai et a„+i étant les seules racines simples longues, M 
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les admet pour racines si et seulement si M' les admet aussi. Il y a donc deux 
cas possibles : 

— si «1 et an+i ne sont pas racines de M , K et K' sont contenus dans ifi, 
et sont conjugués par un élément de W fl Ki qui est de type ; on 
conclut avec le lemme lïïTI : 

— si ai et Un+i sont racines de M, soit j G {1, . . . , n + 1} minimal tel que 
aj n'est pas racine de M ; le diagramme de Dynkin de M possède alors 
deux composantes de type Bj-i (ou Ai avec respectivement ai et a„+i 
pour racines), échangées par 7. Celui de M' possède alors également de 
telles composantes, ce qui n'est possible que si aj n'est pas non plus racine 
de M' ; K et K' sont alors contenus dans Kj, et sont conjugués par un 

élément de la composante de type An+i-2j du groupe de Weyl de Kj/Kj 

' ïi 1 r Ti 1 

si j < + 1 ' sachant que le cas j — + 1 impose K = K' et que 

l'assertion du lemme est alors triviale ; ici encore, on conclut grâce au 

lemme 13.11 

Supposons maintenant G de type Dn, n > 4. Le diagramme de Dynkin étendu 
de G est alors de la forme : 



Q^n+l^^Q. ^ 1 



a-i a„_3 a„_2 
ai a„ 

Supposons d'abord n impair. Si 7 est non trivial, d'après 0, il est d'ordre 
2 ou 4, et r est un groupe cyclique de cardinal 2 ou 4. 

- Si 7 est d'ordre 4, ses orbites sont Oi = {ai }, et pour 

tout i < — - — , Oi = {ai, an-i}. Si Aj ne contient pas Oi, Aj' non 
plus; K et K' sont alors contenus dans Ki, et sont conjugués par un 
élément de W' n Ki commutant avec 7 puisque Ki/Kl est de type Ans 
et grâce au lemme IXTl Si Aj contient Oi, soit i £ {1, ...,«—!} minimal 
tel que Ai ^ J. Si i — 2 (resp. si î > 3), le diagramme de Dynkin de 
M comporte quatre composantes de type Ai (resp. deux composantes de 
type Di) permutées par 7 (resp. permutées par 7 et sur lesquelles l'action 
de 7^ est non triviale) ; c'est donc également le cas pour AI' , ce qui n'est 
possible que si A,// contient tous les Oi', i' < i, mais pas Oi. K et K' sont 
alors tous deux contenus dans Ki, et sont conjugués par un élément de la 

TL — 1 

composante de type A„_i_2j du groupe de Weyl de Ki/Kj si i < — - — , 
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n - 1 , 

sachant que le cas i = — - — impose K = K' et que l'assertion du lemme 
est alors triviale. On conclut grâce au lemme lïïTI 

Si maintenant 7 est d'ordre 2, ses orbites sont Oi = {ai, an+i}, On-i = 
{q!„_i. an}, et pour tout i e {2, . . . , n — 2}, Oi — {a^}. Si Aj ne contient 
ni 0\ ni 0„_i, Aj' non plus ; K et K' sont alors contenus dans K\C\Kn~\ 
et on conclut comme d'habitude puisque (K\ n Kn-i) / {Ki n Kn-i)^ est 
de type An-3. 

Supposons ensuite que Aj contient soit Oi soit 0,i_i ; c'est donc égale- 
ment le cas de Aj>. Soit i (resp. i') minimal tel que Oi n'est pas contenu 
dans Aj (resp. Aji). Si i = i' , alors K et K' sont contenus dans Ki, et 
sont égaux si z = n — 1 ou i = ?î — 2 ; si z < n — 2, soit ïi maximal tel que 
Oi^ n'est pas contenu dans Aj ; ii est alors également l'indice maximal 
tel que Oj^ n'est pas contenu dans Aj> ; de plus, si ii — i ou ii ~ i + 1, 
K et K' sont égaux, et sinon, ils sont conjugués par un élément de la 
composante de type Ai^^i^i du groupe de Weyl de Ki/Kf, et on conclut 
encore une fois grâce au lemme 1X11 Si i ^ i' , alors dans tous les cas, Aj' 
contient tous les On~j, j > i, et pas 0„_,;. Si F est de cardinal 4 et si 
7' est un élément de F distinct de 1 et de 7, en remplaçant (M', K') par 
7'^^ {M' , K')^, on est ramené au cas i — i'. 

Il reste à traiter le cas oii F est de cardinal 2 et où i ^ i' ; supposons par 
exemple i > i' . 

Soit Li, . . . ,Lt des sous-groupes parahoriques de M contenant / n M et 
contenus dans K vérifiant les propriétés suivantes : 

- on a n = nLi n L,) ; 

- pour tout i G {2, . . . ,t — 1}, le diagramme de Dynkin de Li/Lj est non 
vide et connexe ; 

- le diagramme de Dynkin de Li (resp. Lt) correspond à la réunion des 
Oj, j < i (resp. j > n — i'). 

De tels sous-groupes sont uniques à permutation des Li, 2 < i < t — 1, 
près. On définira de même L'i, . . . , L'^ en remplaçant K par K' . 
Soit GS0'2„ la forme déployée de GS02n ; ce groupe peut être vu comme 
le sous-groupe des éléments g de GL2n tels que gg est une homothétie, 
011 g désigne la transposée de g suivant la diagonale non principale. Soit 
PGSO'2n le quotient de GS'Ojn son centre; c'est un groupe semi- 
simple, adjoint et déployé de type -D„. Soit B2n le sous-groupe de Borel 
des éléments triangulaires supérieurs de PGSO'2n, Î2n le tore diagonal 



DISTRIBUTIONS INVARIANTES 



25 



de et a'i,...,a'^ les racines simples de PGS0'2n relativement à 

et T2„, numérotées de façon similaire à ai, . . . , sur le diagramme de 

Dynkin. 

Si p ^ 2, on peut plonger W dans le groupe de Weyl affine de 
PGS0'2n {F) relativement au tore diagonal (si p = 2, cela marche en- 
core en remplaçant PGSO'2n{F) par PGS0'2n{F'), où F' est de car- 
actéristique résiduelle différente de 2 ; comme on s'intéresse uniquement 
à la structure de W, ce qui suit reste valide) ; un calcul matriciel mon- 
tre que si w' G normalise W fl K, on peut écrire w' = 'w['w"'w[, où 
w[ gW nLi, w'f eW nLt et w" e W^' n Mo, où Mo est le sous-groupe 
de Levi standard de PGSO'2n (F) (relativement à B2n et T2n) admettant 
{o!^_i_i, . . . , a^_i_j/ } comme ensemble de racines simples. De plus, si 7„ est 
le sous-groupe d'Iwahori standard de PGS0'2n {F) (c'est-à-dire le groupe 
des éléments de PGS0'2n (O) triangulaires supérieurs modulo p) et si 7' 
est un générateur de Nq (In) /In, W DK et W D K' sont conjugués par 
un élément de {W' fl Mq) 7'^ ; on en déduit que si w G est tel que 
{W r\K)w = W' r\ K', il existe wi&W r\ Li, w't&W r\ Lt et un 
entier l tels que si w" = ww'^-^w't-'^ , w"-'^ {W n K') w" = W^' n et 
w"-^ {W n Mo) w" = W'(^ 7'-'Mo7", d'où : 



de plus, si w appartient à W , w" aussi, et puisque w'i et w[ normalisent 



W'r]K, on a w"-'^ {W n K') w" = W'r\K. Enfin, L2 ■ • • it-i et . . . L[_^ 



sont contenus dans Ki n Kn-i ; comme l'action de 7 est triviale sur W fl 
Kl n ifn-ii w" commute avec 7 et l'assertion du lemme est démontrée. 
Supposons maintenant n pair. F est un sous-groupe de (Z/2Z)^, et 7 est 
toujours d'ordre 2 s'il est non trivial. On a les cas suivants : 

- si 7 envoie a\ sur a„+i, ses orbites sont Oi ~ {ai,a„+i}, 0„_i = 
{a„_i,a„} et pour tout i G {2,...,n — 2}, Oi = {ai}] la suite de la 
démonstration est identique au cas n impair et 7 d'ordre 2 ; 

- si 7 envoie a\ sur a„-i, ses orbites sont 0\ = {ai, Oj = {a,, a„_j} 

pour tout i e |2, . . . , ^ - l|, On = {an} et On = {a„,a„+i}. 

2 2 2^^ 

Si Aj contient Oi et On , Aj> également et ce cas ce traite comme 

2+^ 

celui où n est impair et 7 d'ordre 4; même chose si Aj ne contient ni 
Oi ni On ■ Supposons que Aj contient Oi et pas On ; s'il en est 



w 



,"-1 



{W n . . . l;_i) w" = w'n L2L3 . . . Lt-v, 
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de même de Aj, K et K' sont tous deux contenus dans Kn , dont le 

diagramme de Dynkin est de type et on conclut comme d'habitude. 

Si maintenant Aj> contient On et pas Oi, si F est de cardinal 4, en 

conjugant (M', K') par un élément de F non nul et distinct de 7, on est 
ramené au cas précédent. Supposons donc F de cardinal 2 ; en considérant 
des sous-groupes parahoriques Li, . . . ,Lt (resp. L'^, . . . , L[) de G tels que 
l'on a : 

t 

T^' n X Jl (VF' n Li) 

i=l 

(resp. 

t 

W nK' ^Y[{w' nL[)) 

i=l 

que pour tout z, le diagramme de Dynkin de Li/Lj (resp. L'J L[^) est sta- 
ble par 7 et est soit connexe, soit constitué de deux composantes connexes 
permutées par 7, et que celui de Li/ L\ (resp. L[/L[^) contient Oi (resp. 
On ), ce cas se traite de façon analogue au cas n impair et 7 d'ordre 2. 

- Enfin, le cas oii 7 envoie ai sur a„ est similaire au précédent. 
Si G est de type Eq, son diagramme de Dynkin étendu est de la forme suivante : 



o o o o o 

ai «3 [«4 a5 Qfg 

Si 7 est non trivial, d'après il est d'ordre 3, il engendre F et on a 
Oi = {ai, ag, Q!7}, O2 = {«2, «3, cks}, O3 = {«4}. Le seul cas où {M,K) est 
différent de (M', K') est celui où Aj = Oi et Aj- = O2 (ou l'inverse) ; K et K' 
sont alors contenus dans K4 et sont conjugués par un élément de w' G W HK^i 
commutant avec 7 {w' envoie chaque élément de Oi sur l'élément de O2 situé 
dans la même composante connexe du diagramme de Dynkin de Kji/K\). 
Si G est de type i?7, son diagramme de Dynkin étendu est de la forme suivante : 

O O O o o o o 

ag ai as I a4 as ag a7 

a2 
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Si 7 est non trivial, d'après !3|, il est d'ordre 2, il engendre F et on a 
Oi = {as,aj}, O2 = {ai,a6}, O3 = {«3, «s}, O4 = {04}, O5 = {"2}- On a 
trois cas à considérer : 

- si Aj et Aj' ne contiennent pas O3, alors iîT et K' sont contenus dans 
-fCa, et sont dans tous les cas conjugués par un élément de W fl ; on 
conclut grâce au lemme IXTI : 

- si Aj contient à la fois O3 et O4, le diagramme de Dynkin de M, et 
donc également celui de M', est de l'un des types suivants : A3, I?4, 
Al X A3 X Al, Al X _D4 X Al, A5, E'e, A7. Or on vérifie aisément qu'il 
existe un unique sous-diagramme stable par 7 du diagramme de Dynkin 
étendu de E-; de chacun de ces types, et donc le seul choix possible pour 
(Af, K') est {M', K') = (M, K) ; 

- si Aj contient O3 et pas O4, le diagramme de Dynkin de M, et donc 
également celui de M', est de l'un des types suivants : Ai x Ai, Ai x Ai x 
Al, A2 X A2, A2 X Al X A2, Al X Al X Al X Al, Al X Al X Al X Al X Al, 
A3 X A3, A3 X Al x A3. Dans les quatre derniers cas, on conclut comme 
précédemment. Dans les cas Ai x Ai et A2 x A2, Aj/ ne peut pas contenir 
Oi] K ei K' sont donc tous deux contenus dans et on conclut comme 
d'habitude. Dans le cas Ai x Ai x Ai, on a Aj — O3UO5, et Aj' ne peut 
pas contenir à la fois Oi et O2', K et K' sont alors tous deux contenus soit 
dans Kl, soit dans K2, et on conclut toujours de la même manière. Dans le 
cas A2 X Al X A2, il est facile de voir que le seul cas où on ne peut pas faire 
de même est le cas où Aj ~ O2UO3UO5 et Aj- = O1UO2UO4 ; mais dans 
ce cas, si x" est un point de la face de A correspondant à Oi U O2 U O5 et 
si {M",K") = Ko {Kx",To), il suffit d'apphquer le lemme successivement 
à {-/,M,K) et {-f,M",K"), puis à (7,M",X") et {-/,M',K'). 

- Si G est de type Es, F4, G2 ou -BC„, n > 1, d'après [ïï], on a toujours F = {1}, 

d'où 7 = 1 et le résultat de la proposition est trivial. 
Soit Wq = W n : montrons maintenant le lemme suivant : 

Lemme 3.3. Supposons que le diagramme de Dynkin de G est connexe. Si w' est 
un élément de W' tel que w'~^ {M' , K') w' — {M, K), il existe w G W congru à w' 
modulo Wq tel que w^^ (7, M', K') w = (7, M, K). 

Démonstration. En effet, soit Tk (resp. F-y ) l'image dans F du sous-groupe Nw' {W Cl K) 
de W (resp. du sous-groupe Nw' (7, W Ci K) des éléments de W qui commutent 
avec 7 et normalisent W Cl K). Il est clair que T^^k C Fjc ; on va montrer que l'on 
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a en fait l'égalité, ce qui suffira à démontrer le lemme puisque, en partant d'un w 
quelconque vérifiant (7, M', K') w = (7, M, K), puisque w £ w'Nw' {W fl K), 
on pourra alors toujours rendre w congru à w' modulo Wq en le multipliant à droite 
par un élément de Nw' (7, W fl K). Supposons donc qu'il existe 70 S Tk n'appar- 
tenant pas à Tj^K ; W Cl K et W fl ^^^K^o sont alors conjugués par un élément 
de Wq, mais tout élément w de W tel que (W' n^Q^Kjo^)w = W Ci K ap- 
partient à ^Q^N^r, ['y,W' D K), qui ne rencontre pas T^^^Wq. Or d'après ce qui 
précède, si W tlK et W Ci 'Jq^K^j sont conjugués dans T^^kWq, ils le sont par un 
élément commutant avec 7 ; on aboutit donc à une contradiction, ce qui démontre 
l'assertion cherchée. □ 

Supposons maintenant que G est produit direct de groupes dont le diagramme 
de Dynkin est connexe ; l'assertion de la proposition, ainsi que celle du lemme 
précédent, se déduisent trivialement du cas précédent. 

Supposons enfin G quelconque; en posant T = Zg{Tq), soit $ (resp. 0^, le 
système de racines (resp. de poids radiciels) de G associe à T, et $1, . . . , <ï>t (resp. 

. . . , "I>^) la partition de $ (resp. correspondant aux composantes connexes 
du diagramme de Dynkin de G. Pour tout i G {1, . . . soit Gi le sous- groupe 
fermé de G engendré par T_ et par les sous-groupes radiciels Ua, a. Çi $i,et soit 
Ti le sous-tore de T engendré par les images des ^ G <î>^ — <i>^ ; Gi et Ti sont 
clairement définis sur F, et Ti est central dans Gi. Soit Gi — Gi (F), Ti = Ti (F) et 
Hi = Gi/ {Ti n Tq) ; Hi est le groupe des i^-points d'un groupe algébrique, et on a 
une injection canonique : 

<i):Gi — >HiX---xHt. 

Soit, pour tout i, K^a, K^'a, Mi, M^, Ki, K[ les images dans Hi des intersections 
respectives de K^, K^', M, M', K, K' avec Gj ; on vérifie aisément que K^^i et 
Kx',i sont des sous-groupes parahoriques de Hi associés et que l'on a, avec un léger 
abus de notation, kq {Kx,i,To) = {Mi,Ki) et kq (^î^x',i, Îq) = {Ml,Kl). De plus, si 
pour tout i, Wl est le groupe de Weyl affine de H^ relqtivement à son tore déployé 
maximal Tq/ (Tj fl Tq), on a une injection canonique de W dans le produit direct 
des Wl, et si on pose : 

7 = 7i---7t, 

avec pour tout i, 7i S W/, alors pour tout i, 7^ normalise K^^i, K^i^i, Mi, M[, Ki 
et K[ ; puisque le diagramme de Dynkin de Hi est connexe, on peut lui appliquer 
la proposition, et obtenir Wi S tel que l'on a Wi (7», Mi,Ki) w^^ = (7^, M-, K-) ; 



en posant w = (wi, 
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W (7, M, K) u}-^ = (7, M', K') . 

Il reste donc à vérifier que l'on peut choisir w dans W . Or si w' est un élément de 
W d W[ X ■ ■ ■ X Wt tel que w' {M,K)w'~^ = {M',K'), d'après ce qui précède, 
on peut supposer que w est dans la même classe que w' modulo {W{ x • • • x Wl) Pi 
{Hi X • ■ • X Ht)^ ; or ce dernier groupe contient W'CiG^, et est un groupe de Coxeter 
affine de même type que celui-ci ; ces deux groupes sont donc égaux, et on en déduit 
que si w' G W , w aussi, ce qui achève la démonstration. □ 

3.2. Distributions associées à des fonctions 7-cuspidales. Soit /i e A^, {M, Km) 

un représentant de /x, et G = Km / K\j le groupe réductif fini associé à /i ; si </> est une 
fonction sur G invariante par conjugaison, (j) est cuspidale si pour tout sous-groupe 
parabolique propre P = MU de G et tout m G M, on a : 

ip (mu) = 0. 

«eu 

La notion de fonction cuspidale peut se généraliser de la façon suivante : soit 
h' — (7, fi) G AA, et G+ — 7^G le groupe associé. Soit </> une fonction de G+ dans 
G invariante par conjugaison ; on dira que (f> est cuspidale si pour tout sous-groupe 
parabolique propre P+ = M+U de G+ et tout m G M+, on a : 

(f> (mu) — 0. 

«eu 

Soit g, ft, G G ; g et h seront dit ^-conjugués si les éléments jg et jh de G+ sont 
conjugués. Si 4> est une fonction de G dans G invariante par 7-conjugaison, sera 
dite ^-cuspidale si la fonction çi' de G dans G définie par çi' (17) — <j) (j^^g) si 17 G 7G 
et (p' {g) ~ sinon est cuspidale. 

Montrons d'abord qu'il suffit, dans la définition précédente, de considérer les 
sous-groupes paraboliques de G+ stables par 7 ; cela se déduit immédiatement du 
lemme suivant : 

Lemme 3.4. Pour tout sous-groupe parabolique P+ de G^ tel que P^ n 7G 7^ 0, il 
existe un sous-groupe parabolique P'^ de G^ conjugué à P+ et stable par conjugaison 
par 7. 

Démonstration. En effet, soit Pp un sous-groupe parabolique minimal de G stable 
par conjugaison par 7 ; il en existe d'après |12l proposition 1.36], et puisque tous les 
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sous-groupes paraboliques minimaux de G sont conjugués entre eux, P+ contient 
un conjugué de Pq. Soit donc /i G G tel que /iPq/i"^ C P"*" ; posons : 

Alors 7~^P'+7 contient 7~^Po7 = Pq ; or puisque P+ rencontre 7G, P'+ aussi, donc 
P'+ et 7~^P'+7 sont conjugués entre eux par un élément de G; si P' = P'+ fl G, 
P' et 7~^P'7 sont donc deux sous-groupes paraboliques de G conjugués entre eux 
dans G; puisqu'ils contiennent un même sous-groupe parabolique minimal de G, 
ils sont égaux, donc leurs normalisateurs dans G+ le sont aussi et le lemme est 
démontré. □ 

Supposons qu'il existe a; G ,8 tel que 7 ë Fj; et C (7, x) — (7, fï) ; on peut relever 
(/) en une fonction sur invariante par conjugaison par K^, que par un léger 

abus de notation on notera également ; on étendra tj) h G tout entier en posant 
(j){g) = pour g ^ jKa;. 

Soit A un appartement de B contenant x et Tq le tore déployé maximal de G 
associé à A. Pour définir une distribution sur l'ensemble des conjugues de "/K^ à 
partir de 0, on va utiliser un sous-groupe de Levi de G semi-standard relativement 
à Tq un peu plus gros que AI. Soit V l'espace vectoriel associé à ^ ; on a une 
décomposition de V en facettes vectorielles pour l'action de W, et tout élément de 
W qui fixe un point d'une facette donnée la fixe toute entière ; on en déduit que 
si est le sous-espace des éléments de V fixés point par point par l'élément 
de W image de 7 par la surjection canonique de W dans W, est réunion des 
facettes vectorielles qu'il rencontre. 

Considérons rimnieuble sphérique Bs de G ; V" s'identifie canoniquement à l'ap- 
partement de Bs associé à Tq. Soit 2t une facette vectorielle de C\Vm de dimension 
maximale ; l'ensemble des points de G qui la fixent est un sous-groupe parabolique 
P~f de G semi-standard relativement à Tq. Posons P-^ ~ M^U^, avec également 
semi-standard relativement à Tq ; le groupe de Weyl Wm^ de fixe point par point 
le sous-espace de V engendré par 21, qui n'est autre que fl Vm- Réciproquement, 
un élément de W qui fixe cet espace appartient kWr\P^ = Wm^ ; on en déduit 
que Wm^, et donc M^, ne dépendent pas du choix de 2t, et que est le fixateur 
de n Vm- En particulier, il contient M et 7, et si M' est un sous-groupe de Levi 
de G semi-standard relativement à Tq contenant M et 7, l'ensemble des points de 
Bs qu'il fixe est contenu dans fl Vm, donc c M' . est donc le plus petit 
sous-groupe de Levi semi-standard de G (relativement à Tq) contenant à la fois M 
et 7. 
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Soit Kr^ = n ; K^jK}^ est isomorphe à G et 'y'^K^/K}^ à G+ ; si k est un 
élément de 'y'^K^ (resp. si X est une partie de 'y'^K^), on notera k (resp. X) son 
image dans G+. Pour pouvoir définir des distributions à support dans l'ensemble 
des conjugués de 'yK^ dans My, on va d'abord montrer la proposition suivante : 

Proposition 3.5. Soit H un sous-groupe ouvert de M^, C une partie compacte de 
M^. Alors il existe une partie C de M^, compacte modulo le centre Zm^ de M^, 
telle que pour tout m G — C , l'une des deux conditions suivantes soit vérifiée : 

- m~^CmnjKj = 0; 

- il existe un sous-groupe parabolique propre P+ = M+U de tel que l'on a 
m-'^CmnjK^ C P+ et m-^Hm n Kj D U. 

Démonstration. La démonstration de cette proposition fera l'objet du paragraphe 
suivant. □ 

Corollaire 3.6. Soit ^ une fonction j-cuspidale sur G, relevée en une fonction sur 
à support dans ^K^. Pour tout f G (-^7); l'intégrale : 



Démonstration. Pour montrer ce corollaire, il sufBt de montrer que pour tout / € 
(M^), l'application : 



est à support compact modulo Z^^^. Soit C le support de /, et iî un sous-groupe 
ouvert compact de M-y tel que / est biinvariante par H. Puisque C est compact, 
on peut appliquer à C et iî la proposition précédente, et puisque (j) est 7-cuspidale, 
la partie C de donnée par cette proposition contient le support de (j)f, ce qui 



On peut donc, grâce à ce corollaire, définir une distribution sur par : 



Cette distribution est clairement invariante par conjugaison. On définira également, 
si = M^Uj est un sous-groupe parabolique de G dont est un Levi : 




converge. 




montre le corollaire. 



□ 




D^:fe (G) ^ D^-^ (/^-') : 
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cette distribution est également invariante. De plus, elle ne dépend pas du relèvement 
de à : en effet, soit x' un autre élément de C.~^ (v) tel que, en tant qu'élément 
de r, 7 G ; soit A' un appartement de B contenant x', Tq le tore déployé maxi- 
mal de G associé à A', {M', Km') — k {Kx',Tq), I' un sous-groupe d'Iwahori de G 
contenu dans K^', 7' l'unique élément de F// r\^G^ et My le plus petit sous-groupe 
de Levi de G semi-standard relativement à Tq et contenant M' et 7'. D'après la 
proposition 12. 91 quitte à remplacer x' par gx' , 5 G G, on peut supposer Tq = Tq et 
(7', M', Km') — (7, M, Km), d'oij My = ; de plus, on a le lemme suivant : 

Lemme 3.7. // existe un unique sous-groupe parahorique de contenant Km et 
normalisé par 7. 

Démonstration. Puisque l'assertion du lemme ne dépend que de et pas de G, 
on aupposera Mj = G. Soit E l'ensemble des points de A fixés par Km ; c'est 
un sous-espace affine de A contenant et de même dimension que celle-ci, donc 
engendré par celle-ci. De plus, d'après le lemme 15. 141 7 permute transitivement les 
murs de A^ ; il ne stabilise donc aucune face de A^ autre que A^ elle-même. On en 
déduit que le sous-espace des éléments de E fixés par 7 ne coupe aucune face de A^ 
autre que A^ ; il est donc entièrement contenu dans A^ , et on déduit du lemme du 
point fixe de Bruhat-Tits (|2 I. 3.2.4]) que la seule facette de E stabilisée par 7 est 
Ax, ce qui démontre l'assertion du lemme. □ 

D'après ce lemme, on a K^ n = K^' H Af^, et en notant (p^ (resp. (j)x') le 
relèvement de à obtenu en considérant x (resp. x'), il existe un élément g de 
Nm-, {Kx n M~f) tel que (px' — 4>x° Ad (g) ; on en déduit que D^^J — f^^^ , donc que 
D'^ = , , ce qui démontre l'assertion cherchée. 

Calculons maintenant certaines valeurs de ces distributions. Soit v ~ (/i, 7) G A/", 
(M, Kf^) un représentant quelconque de /i, Tq un tore déployé maximal de M, M-y 
le plus petit sous-groupe de Levi de G semi-standard relativement à Tq et contenant 
M et 7, M = Kfj^/Kj^ et (p une fonction 7-cuspidale sur M; supposons-les tels qu'il 
existe a; G S tel que {M, K^) — kq {Kx, Tq) et que 7 s'identifie à un élément de W 
normalisant Kx, et considérons la distribution D'^ : d'après ce qui précède, on peut 
supposer, en fixant un sous-groupe parabolique minimal Pq de G contenant Tq, que 
M et sont standards relativement à Pq et que si / est le sous-groupe d'Iwahori 
standard de Kx relativement à Po, 7 G T/- 

Définissons également ly, 11' , M' , K^j^i , Tg, 7', My ,(j)',x', Kx' de manière similaire ; 
quitte à les conjuguer, on peut supposer que Tq = Tq et que Kx' admet également 
/ comme sous- groupe d'Iwahori standard relativement à Pq. 
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On a le lemme suivant : 
Lemme 3.8. On a : 

(</>') =0 

si u ^ y' , et : 

OÙ Vu est une constante ne dépendant que de v, siv = v'. 

Démonstration. Si 7 / 7', les supports de D'^ et de ^' sont disjoints, et on a 
D'^ (0') = ; supposons donc 7 = 7'- Soit Kq un sous-groupe parahorique maximal 
spécial de G ; quitte à le conjuguer, on peut supposer qu'il contient / ; l'ensemble 
des doubles classes de Kq modulo if H P-y à gauche et Kq n Kx' à droite admet 

alors pour système de représentants une partie de W^' flXo. Ecrivons, pour m £ M : 

1 

^'^y{m) = S$ (m)2 f f <})' {k-^muk) dudk. 

Il est clair que multiplier k à gauche par un élément de P-^ revient à conjuguer m 
par un élément de ; de plus, (j)' étant invariante par conjugaison par /, (j)'-^'' est 
égale à un élément de Cq {M^) près à : 
1 

/ : m I — > (m)2 ^ vol {{Kq n P^) wl) l (j)' {w~'^muw) du. 
Montrons d'abord les lemmes suivants : 

Lemme 3.9. Supposons x' tel que K^i est un sous-groupe d'Iwahori de G ; soit 
w G W . Alors Kx' n w~^MyW est un sous-groupe d'Iwahori de w~^M^w. 

Démonstration. En effet, puisque K^' est un sous-groupc d'Iwahori de G, x' est 
contenu dans une chambre yl de S ; de plus, puisque x' & A, A d A, donc puisque 
w G W, wA c A. Soit Aw-iM^w l'appartement de w~^M^w associé à To, et 
soit A' la facette contenant l'image de wA par la surjcction canonique de A dans 
Aw-iM^w ; c'est une chambre de Aw-ij,[.u:' et tout élément de n w^^Mtu fixe 
A' , donc Kxr\ur^ M^w est contenu dans le sous-groupe d'Iwahori Ka' de w^^MjW 
qui fixe A' . Réciproquement, tout élément de w~^MjW qui fixe A' fixe son image 
réciproque dans A, et en particulier wA; on a donc fl w~^M^w = Ka' et le 
lemme est démontré. □ 

Corollaire 3.10. Supposons x' quelconque. Alors Kx'r\w~^ M^w est un sous- groupe 
parahorique de w~^M^w. 
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Démonstration. En effet, si A est une chambre de A dans l'adhérence contient x' , 
Kx' contient le sous-groupe d'Iwahori de G qui fixe A, dont l'intersection avec 
w^^M^w est un sous-groupe d'Iwahori de w^^M^w d'après le lemme précédent. 
De plus, Kx' n w~^AI^w est un sous-groupe compact de w~^M^w contenu dans 
(w~^ M^w^^ ; c'est donc un sous-groupe parahorique de w^^M^w. □ 

Lemme 3.11. Soit w G W Ci Kq, m G M-,, u tels que w^^muw G jK^'. 

Alors on a w^^mw G jKx' et w^^uw G Kx> ; de plus, 7 appartient à l'ensemble 
{W n w-^M^w) {W n K^,). 

Démonstration. En effet, en posant h — mu, w~^hw normalise le groupe Kx> H 
w~^P^w, donc par projection sur w^^AI^w, on voit que w^^mw normalise le sous- 
groupe parahorique Kx' H w^^M^w de w~^M^w\ d'après le lemme ITTl il existe 
alors 7' G W n w~^M~^w tel que w^^mw G 7' [K^' n M.yuij . De plus, on peut 
supposer que 7' normalise le sous-groupe d'Iwahori / H w^^AIjW de w~^MjW; 
comme Kx> Dw^^M^yW C (w~^M^w)^, d'après le lemme ITTl 7' ne dépend alors 
pas de h. On en déduit : 

-fKx' n w^^PjW c 7' ((X^r' n w~^M.yw) w~'^Ujw) , 

d'où, puisque W ^ Ng (Tq) /^g (Îq) et Zg (Tq) C X^^' n uj-^M^w : 

W n {jKx' n w^ip^w) ciy' n (7' {k^' n w^^m^w)) . 

Or jKx' n w^^P^w étant non vide, il contient au moins une double classe modulo 
le sous-groupe d'Iwahori / H w^^P^w de w^^P^w, donc le membre de gauche de 
l'égalité ci-dessus n'est pas vide ; on en déduit que 7' G W fl ^Kx' , donc d'une part 
que w~^mw G jKx' et w~^uw G Kx', ce qui démontre la première assertion, et 
d'autre part que 7 G 7' (W D Kx'), ce qui démontre également la deuxième assertion. 

□ 

Revenons à la démonstration du lemme lïï^Hl D'après le lemme lS.llI on peut écrire, 
pour tout m G Mj : 

1 

/(m) = (5^^ (m)2 ^ vol {{Kq n P.y) wl) 

we(KonP-,)\Ko/i 

■ / (f)' {w~^mwu) du. 

Pour tout w, si l'image de w~^UjW n Kx' dans Kx'/K^, n'est pas réduite à {!}, 
le terme correspondant de la somme ci-dessus est nul puisque 4>' est 7-cuspidale. 
Or on a w^^U^w Ci Kx' C K^, si et seulement si M' C w~^M.yW. Supposons donc 
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cette condition vérifiée : comme d'après le lemme lS.llI 4>^i {w^^mwuj est toujom's 
nul si 7 ^ (W n w~''-M-yw) {W n K^') = W Hw^''- M^w, on en déduit que les seuls 
termes éventuellement non nuls de la somme ci-dessus sont ceux correspondant aux 
w tels que C w^^MjW. En particulier / est nulle si Af^ n'est contenu dans 
aucun conjugué de M^. 

Supposons donc que est contenu dans un conjugué de ; quitte à conjuguer 
et à remplacer par un sous-groupe parahorique associé, ce qui ne change pas 
D'^ d'après ce qu'on a déjà vu, on peut supposer que Af^ C M^. Soit, pour tout m, 
W^^ l'ensemble des éléments w de {Kq n Pj) \Ko/I tels que w^^mw G ■'jK^' ; on a 
alors : 

1 

f{m) = ô'f_^{m)2 vol{{KonP.y)wI)vol{w-'^U^wnK^')(l)' (w-^mw) , 

d'où : 

(</>') = 

1 

^ voliiKonP^)wI)vol{ 

^ vol{{KonPy)wI)vol{w^'^Uy'wr\Kx,) 

we{KonP^)\Ko/i 

(j) (rn~^ynij (j)' (^w~^yw) dydm. 

Considérons, pour tout w et tout m £ G tel que DmjKxm^^ DwjKx'W^^ n'est 
pas vide, l'intégrale : 

(p (^m~^yrnj (j)' (w~^yw) dy. 

n m 7 m - 1 n tu 7 -R"^ / M> - 1 

On supposera que w est un élément de W' H Kq de longueur minimale dans sa 
classe à gauche module W n {K^ H P^) ; on a alors w{I r\ M^) w^^ C /. Quitte à 
multiplier m par un élément de / n à gauche et par un autre à droite, ce qui ne 
change pas la valeur de l'intégrale puisque et <f>' sont stables par conjugaison par 
/, on peut supposer m e Nq (Îq). D'autre part, quitte à remplacer m par mw~^, 
on peut supposer w = 1. 

Considérons le sous-groupe compact m^^ Kl,m n w^^K^w de G ; pour que l'in- 
tégrale soit non nulle, il est nécessaire que l'image de ce sous-groupe dans le groupe 
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(w~^ Kj-w"^ / (w^^K]^w^, identifié à M, ne contienne aucun sous-groupe qui soit 
le radical unipotent d'un sous-groupe parabolique de (w^^^j^Kxw'j / (w^^K^w^, 
identifié à M+, rencontrant 7M, ou, de manière équivalente, d'un sous-groupe 
parabolique de M stable par conjugaison par au moins un élément de 7M. On 
va donc montrer que cette condition implique v = v' . 

On va d'abord vérifier que pour tout m G Ng{Tq), si mjKxm^^ f] jKx' est 
non vide, elle contient un élément de Nq (Tq). Soit donc k G m'yKxm~^ n jK^i ; 
k stabilise à la fois mAr,. et A^-i, et ces deux facettes sont alors contenues dans 
l'appartement kA de B. Or d'après ^ I, proposition 2.5.8], il existe g tel que 
gkA = ,4 et que g fixe A H kA, donc en particulier mA^ et A^i, point par point. 
Autrement dit, gk G Nq (Tq) et 5 g mK^m'^ n K^' , donc gk G mjKxm^^ n jKx'. 

Puisque gk G Ng{To), W' n (m^Kxm^^ H^Kx') est non vide; il existe alors 
Wx eW n Kx, Wx' eW n K^' tels que l'on a : 



On en déduit que si le groupe ( m ^K^,m H ) n'est pas réduit à l'identité, il 

V /M 

contient le radical unipotent d'un sous-groupe parabolique de M stable par conju- 
gaison par ^Wx — ra^^^Wx'm, et l'intégrale est alors nulle. Dans le cas contraire, 
on a m~^Kl.,m n Kx C K]., ce qui n'est possible que si on a m^^Mm = M' et 
m~^K^'m — Kfj^i, c'est-à-dire n — fj,'. Donc la première assertion du lemme est 
démontrée. 

Supposons maintenant ~ M'^, v ~ v' et = K^i ; on a alors Kx H AI^ — 
Kx' n M^, d'oiî Kx ~ Kx' puisque Kx et Kx' contiennent tous deux /, et pour tous 
m G iVc (To) et «; G TVg (Tq) n Ko : 

/ 0p (m'^ym) 0^/ (w^^yw) dy 

= vol (Kx) ((/)', Ad (wm^^) 4>)u 

si wm^^ G Nq (7, Kfj^), et sinon ; de plus, si w G W DKq normalise et lOM^, 
d'après le lemme lÏÏTTI il normalise aussi {j,Ki^i) et on a alors m G Nm^ (Ti-^m)- 
D'autre part, le groupe Nq (7, K|^^) /Nm^ (7, Kfj) admet un système de représentants 
dans Nq (Tq), et puisque Kq est spécial, on a : 



Ng (To) = (Ng (To) n Ko) {Ng (Tq) n M^) ; 
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enfin, pour tout w G W D Kq tel que — w ^M^w, on a w ^U^w H Kr^ — 
w~^UjW n / et : 

vol {{Ko n Pj) wI)vol {w^^UyW n K^) 

vol {Ko n P^) vol {w~^U^w n /) vol (/) 

~ vol {w-^ Pjw n I) 

_ vol {Ko n P^) vol (/) 
^ ■uoZ (M^ n /) " 

Donc en posant : 

vol {Ko n P^) vol {K,) vol (^Z°,^\Nm, (7, ^m)) (/) 
^ vol {M^ n /) ' 

l'assertion du lemme est vérifiée. □ 

3.3. Démonstration de la proposition. On va maintenant démontrer la propo- 
sition rrïïl L'assertion ne dépendant que de et pas de G, on supposera G — M-y, 
d'oii Kx — Ky. De plus, quitte à remplacer G par G/Zcd, on pourra supposer que 
le centre de G est compact. D'autre part, il est clair que la proposition est vraie pour 
et C si elle est vraie pour un groupe plus petit que H et une partie compacte de 
G plus grande que G ; on pourra donc faire les hypothèses suivantes : 

- il existe un sous-groupe parahorique maximal spécial Kq de G contenant 
Kz^(To) 6t tel que G est réunion de doubles classes modulo Ko ; 

- H est compact, et stable par conjugaison par Kq. 

En effet, si Ko est un bon sous-groupe parahorique maximal de G, l'ensemble des 
doubles classes de G modulo K rencontrant G est fini puisque G est compact, donc 
leur réunion est également une partie compacte de G ; d'autre part, si H' est un 
sous-groupe ouvert compact de G, il existe un entier s tel que H' contient le s-ème 
sous-groupe de congruence Kq de Kq, qui est stable par conjugaison par Ko- 

Si m est un élément de G vérifiant l'une des deux conditions de l'énoncé, alors 
pour tout m' G KorriK^, m' vérifie la même condition; c'est clair pour la première, 
et pour la seconde, en posant m' — kmk' , k G Kq, k' G Kx, si P+ est un sous-groupe 
parabolique propre de G"^ vérifiant la condition voulue pour m, k' P+fc' convient 
pour m' ; pour montrer la proposition, il suffit donc de considérer un ensemble de 
représentants de Ko\G / K^- 

Soit W le groupe de Weyl de G relativement à Tq. On a 1^ = Ng (Tq) /Zg (To) 
et W' = Ng {To) / Kza{Ta)i où /^Zg(To) est l'unique sous-groupe parahorique de 
Zg {To) ; il existe donc une surjection canonique de W dans W , dont le noyau est 
Zg {To) /Kzç,ito) - De plus, soit / un sous-groupe d'Iwahori de G contenant Kz^i^Tq) 
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et contenu dans ; considérons la décomposition de Bruhat : 

G= y iwi. 

wew 

Soit /' un sous-groupe d'Iwhori de G contenant également KzQ[Ta) contenu dans 
Kq ; il existe Iq G Tq tel que /' = tçflt^^ , et en multipliant tous les termes de la 
décomposition ci-dessus par à gauche, on obtient : 

G= IJ l'wl. 

D'autre part, puisque Kq est spécial, pour tout w W, i\ existe un unique w' £ 
W' n Kq dont l'image dans W par la surjection canonique est w ; on en déduit que 
l'on a : 

G = y Kotl = U KotK,, 
tGX tex 

oii X est un système de représentants de Zq (Îq) /KzqITq)- Ce dernier ensemble 
étant un groupe abélien libre de type fini, on pourra supposer pour alléger les 
notations que X est lui-même un groupe. De plus, soit Xq = X D TQKz^(Ta) ! 
est canoniquement isomorphe à Tq/Kto, donc à X^ (Tq) ; de plus, il est d'indice fini 
dans X ; X est donc canoniquement isomorphe à un sous-groupe de type fini de 
X, (To) ® Q. 

D'après ce qui précède, il suffit de montrer que tous les éléments de X sauf un 
nombre fini d'entre eux vérifient au moins une des deux conditions de la proposition. 
Pour cela, montrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 3.12. Il existe un compact Ti C Zq (Îq) tel que pour tout t € Zq (Tq) ^ 
Ti (To n A/der); OU a t'^Ct n -fK^ = 0. 

Démonstration. Pour montrer ce lemme, on aura besoin du résultat suivant : 

Lemme 3.13. Soitt £ X. Sij~^tj ^ w~^twK Z(.{To) pour tout w £ W'nKx, alors 
t^^jKxt et sont disjoints. 

Démonstration. En effet, supposons qu'il existe g £ j^^t^^jK^t n ; alors si Ax 
est la facette de A contenant x, g fixe et envoie t~^Ax sur •j^^t^^A^. D'après 
0] 2.5.8], il existe h £ tel que hgA ~ A et que h fixe ADgA, donc en particulier 
Ax et 'f^^t^^Aj;, ou encore h £ Ci j^^t^^K^t'-f ; on en déduit : 

hg £ Zg (To) n n j~h~^^Kxt. 

Il existe donc w, w' £ W' fl tels que l'on a : 

w = ''J^^t^^'-fw't] 
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de plus, W et w' ont même image par la surjection canonique de W dans W , ce qui 
n'est possible que s'ils sont égaux. L'assertion du lemme s'en déduit immédiatement. 

□ 

Revenons à la démonstration du lemme 13.121 Considérons le sous-groupe T2 
de Zq (Tq) engendré par les t tels qu'il existe w € W n tel que 7~^t7 S 
w~^twKz(j(To) ; montrer d'une part qu'il existe un compact T[ de Zq (Tq) tel 

que T2 C r{ {Tq n Mder), et d'autre part qu'il existe une partie finie T{' de Zq (Tq) 
telle que pour tout t G Zq (To)-Tl'T2, t-^CtnjK^ ^ ; Tl'Tl est alors un compact 
de Zq (Tq) vérifiant la condition du lemme. 

Montrons d'abord la première assertion. Soit s le rang semi-simple de G, s' le 
nombre de composantes connexes de son diagramme de Dynkin, et soit (3i, . . . , Ps+s' 
l'ensemble des racines de G relativement à Tq correspondant aux murs de ^ ; on 
supposera les indices choisis de telle sorte que : 

- {(3i, . . . , Ps} est un ensemble de racines simples de G relativement à Tq ; 

- si r est le rang semi-simple de M, {/3i, . . . , (3r} est un ensemble de racines 
simples de M. 

Alors w-y permute les (3j, 1 < j < s + s' ; on notera pour tout j, P-^a) — w^Pj. 

Soit (•, •) le produit de dualité canonique entre X* {Tq) et X» [Tq), c'est-à-dire le 
produit tel que pour tous x G X* (Tq) et ^ g X» (Tq), on a : 

x(eM) = n7<'^'«>. 

Ce produit s'étend de façon canonique en un produit de dualité entre X* (Tq) et 
X^: (To)0Q à valeurs dans Q, qui se relève en un produit de dualité entre X* (ro)(8>Q 
et Zain). 

On va d'abord montrer que si i G T2, les valeurs de {Pr+i,t), . . . , {Ps+s', t) sont 
déterminées par celles de {Pi, t), . . . , {Pr, t). L'application qui k t E Zq (Tq) associe 
{{Pi,t) , . . . , {Ps+s' ,t)) étant un morphismc de groupes de Zq (Tq) dans Q^^'* , il 
suffit de le montrer pour une partie génératrice de T2 ; on peut donc supposer qu'il 
existe w G W D tel que J~^tj G w^^twK Z(.{To)- 

Supposons d'abord w — 1. Puisque par hypothèse, 7^^i7 G tKz^^To)^ on a pour 
tout i : 

(/3^(,),t) = {p,,t). 



De plus, si Ji, . . . , Js' sont les parties de {1, . . . , s + s'} correspondant aux com- 
posantes connexes du diagramme de Dynkin, on a pour tout i une relation de la 



40 



FRANÇOIS COURTES 



forme : 



je. h 



les Ci étant des entiers strictement positifs. Enfin, soit, pour tout i, Aj l'ensemble 
des /3j , j e Jj ; on a le lemme suivant : 

Lemme 3.14. Pour tout i, les éléments de A, qui ne sont pas racines de M, s'il 
en existe, sont tous situés dans une même orbite Oi pour l'action de sur 

Démonstration. Il est clair que l'on peut supposer s' = 1. De plus, puisque G = M^, 
en définissant V, V et Vm comme dans le paragraphe précédent, on a VDV'^ = 0. 

Considérons l'ensemble Ai — . . . , f3s+i}. On sait que w-^ agit sur Ai ; puisque 
7 normalise M, aussi, donc il permute les /3i, . . . ,/3r. Supposons l'assertion du 
lemme fausse ; il existe alors au moins \me orbite O de $ pour l'action de w;^, incluse 
dans {Pr+i, • • • ) f3s}- Si de plus cette orbite est {/J^+i, . . . , /3s} tout entier, l'ensemble 
{f3i, . . . , f3s} est stable par w^, ce qui n'est possible que si w^^ = 1, c'est-à-dire si 
"f € Tq G M : mais alors G = M et l'assertion du lemme est trivialement vraie, d'où 
contradiction. On en déduit que le cardinal de O est strictement inférieur à s — r. 

D'autre part, soit a = Hom {X* (Tq) ,M.) l'algèbre de Lie réelle de Tq; a est 
canoniquement isomorphe à (Tq) ® M, donc à V puisqu'on a supposé le centre de 
G compact, par l'application <p définie, pour tous Aj £ M et tous Xi € X^, (Tq), par : 



Soit a^^ le sous-espace de a engendré par les coracines de M relativement à Tq ; 
puisque 7 normalise M, son image par l'application canonique de W dans W 
laisse stable a*^, donc également son orthogonal ajw par un produit scalaire W- 
invariant sur a; si pm est la projection orthogonale de a sur ajvf, Pm commute avec 
l'action de w-y. Soit, maintenant, pour tout f3j G O, ej le vecteur unité de V normal 
au mur de A correspondant à Pj et dirigé vers A ; considérons le vecteur : 



Puisque permute les (3j G O, il permute également les e^, donc fixe cq- D'autre 
part, on a, pour tout ^ € V, en normalisant convenablement le produit scalaire 
M^-invariant sur a : 





pour tout j, d'où : 
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Puisque pm (eo) — est combinaison linéaire des coracines de M, on a une égalité 
de la forme : 

r 

{PM (eo) , - E ^) - E ('3^ ' ^) 
fteo j=i 

pour tout ^ € V, donc (eo) 7^ 0. Puisque (eo) est fixé par w-y, le sous-espace 
des éléments de aM fixés par n'est pas réduit à 0; or on a am — Vm, d'oii 
contradiction et le lemme est démontré. □ 

On déduit de ce lemme et de ce qui précède que pour tout i et tout j £ li tel 
que j > r, on a : 

E Cfc = ^ E cfc(/3fc,i); 

\k^Ii;k>r I keli;k<r 

comme la somme des Ck du membre de gauche est non nulle, {Pj, t) ne dépend que 
des {f3k,t), avec k & li et k < r. 

Supposons maintenant w quelconque ; on a le lemme suivant : 

Lemme 3.15. Soit t E X tel que ^^^t^ e w^^twKz^çTo) / *^ existe w' G W D 
tel que j^^w'^^tw'j G w'^'^tw' Kz^iTo)- 

Démonstration. Supposons d'abord s' = 1. Si Kx est un sous-groupe d'Iwahori de 
G, alors î« = 1, et = 1 convient. Supposons donc que Kx n'est pas un Iwahori : Ax 
n'est alors pas de dimension maximale, et est contenue dans exactement r murs de 
A. Soit donc Hi, . . . , Hr les murs de A la contenant, et Si, . . . , Dk les adhérences des 
composantes connexes du complémentaire dans A de la réunion des Hi : 7 permute 
les Dj, et si S)i est la composante contenant les t'Ax, avec t' tel que {/3k, t') > 
pour tout k < r, -f laisse Di globalement stable. Or on a, pour tout w" G W' DKx : 

donc 7 permute les w"^^tw" Kz(;(To), w" £ W n Kx\ on en déduit que 7 per- 
mute les facettes de la forme w"^^tw" Ax- De plus, chaque Di contient exacte- 
ment une des facettes w"^^tw" Ax ; donc si w' est un élément de W' fl Kx tel 
que w'~^tw' Ax G on a j~^w'~^tw'jAx — w'^^tw' Ax, d'oii l'on déduit que 
j~^w'~~^tw'j G w'^^tw' Kzfj[To) (comme on a supposé la composante déployée du 
centre de G triviale, le stabilisateur de w'~^tw' Ax ne contient aucun élément de X 
autre que 1). 

Supposons maintenant s' quelconque. Définissons, pour tout i G {1, . . . , s'}, des 
groupes Ti, Hi et Kx.i de la même façon que dans la démonstration du lemme lÏÏHl : 
on a une injection canonique de G dans HiX ■ ■ ■ x Hs> , et chacun des Hi possède un 
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diagramme de Dynkin connexe. De plus, si pour tout i, W- est le groupe de Weyl 
affine de Hi relativement à Tq/ (Tj flTo), W fl Kx est canoniquement isomorphe 
au produit direct des W/ fl K^^i- Ecrivons donc 7 = 71 • • • 7s' ei w = w\. . . Ws', où 
pour tout i, 7i et Wi sont des éléments de W/. Pour tout i, Wi G W/ fl K^^i et 7i 
normalise K^^i, qui est un sous-groupe parahorique de Hi ; on peut donc appliquer 
l'assertion du lemme à l'image de t dans Hi, 7^ et w, et obtenir w'i G W/ n 
vérifiant la condition voulue ; l'élément w' = w[ . . . w'^, de W convient alors 
pour t, 7, w. □ 

D'après ce lommc, on peut appliquer le cas w — 1 a, w'~^tw' ; on en déduit que 
les valeurs de {I3r+i,w'~^tw'), . . . , {(3s+s' ^w'^^tw') , et donc toutes les valeurs de 
{a,w'~^tw'), a S sont déterminées par celles des {(3i,w'~^tw') , i < r. Or on a 
pour tout i : 

((3,,w'~Hw') = {w' {Pi),t); 

on en déduit que les valeurs des {a,t) sont déterminées par celles des (w/ (/3i) ,t), 
i < r. Or w' appartient à W O K^, donc son image dans W est un élément du 
groupe de Weyl de M relativement à Tq ; les racines w' {f3i) , . . . , w' (/?,■) constituent 
donc un ensemble de racines simples de M et l'assertion cherchée s'en déduit. 

Soit X2 — X Cl T2. D'apràs ce qui précède, si R est un système de représentants 
des orbites de 7 dans . . . ,/3r}, l'application : 

est un isomorphisme entre X2 et un réseau de Q'='^'''*(-^) ; X2 est donc un groupe 
abélien libre de rang card (R) . 

Considérons maintenant le groupe Tq H Af^er- Lt: groupe Tq C] Mder I KTanM^er "^^^ 
en bijcction canonique avec le sous-groupe de X^ (Tq) engendré par les coracines de 
Mder relativement à Tq ; si Xd est \in sous-groupe de ToHAf^er formé d'im système de 
représentants des classes modulo iÎTonMderi d'une part Xd est en bijection canonique 
avec un sous-groupe de X, {Tq), et d'autre part un élément t' de Xd est entièrement 
déterminé par la valeur des {[3k, t'), fc < r. Si maintenant Xd.2 = Xd H T2, d'ime 
part on a une injection canonique de Xd,2 dans X2, et d'autre part, par le même 
argument que pour X2, Xd,2 est un groupe abélien libre de rang card {R) ; il est donc 
isomorphe à un sous-groupe d'indice fini de X2. Soit Xi un système de représentants 
de X2 modulo ce sous-groupe ; posons : 

T[ = XiKzaiTo): 

d'après ce qui précède, (Tq fl Mder) contient T2. 
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Montrons maintenant l'existence de T" ; pour cela, on va utiliser le lemme suiv- 
ant : 

Lemme 3.16. La réunion Cx.-y.a des conjugués de jKx par un élément de Zq (Tq) 
est un ouvert fermé de G. 

Démonstration. Puisque Cx.-y^o est réunion de parties ouvertes de G, c'est un ouvert 
de G. Il reste à montrer que c'est aussi un fermé de G. 

Soit (5n)„>i une suite d'éléments de Cx.j^o convergeant vers un élément g de 
G; on va montrer que g G Cx^-y.o- Puisque d'après le lemme Fi. 51 l'ensemble des 
éléments compacts de jG^ est fermé, g est compact ; soit donc K' un sous-groupe 
parahorique de G et 7' G Nq [K') tels que g G 7'-?^', et A' la facette de B stabilisée 
par K' . Puisque ^' K' est ouvert, tous les pour n assez grand, sont dans ^'K' , et 
stabilisent alors à la fois A' et une facette de la forme tnA^, tn G X. On va montrer 
qu'il existe une partie finie X' de X telle que pour tout n, stabilise une facette 
de la forme t' A^, t' G X' ; il existe alors au moins un t' G X' tel que t'jK^t'^^ 
contient une infinité de gn, et on en déduit que ce groupe contient également g. 

Soit Cl, il' deux parties de S ; on définit la distance combinatoire de (îl, $1') de Çï 
à Çl' comme la longueur de la plus petite galerie reliant il a fl' , c'est-à-dire le plus 
petit entier l tel qu'il existe des chambres Gq, . . . , G; de B telles que : 

- l'adhérence de Gq rencontre O ; 

- l'adhérence de G; rencontre fl' ; 

- pour tout i, Ci et G^+i sont adjacentes. 

Si X, y sont deux points de B, on définit de manière analogue de (x, y) et de (x, Q). 

Soit dk la distance combinatoire maximale entre deux chambres possédant un 
sommet commun ; on a le lemme suivant : 

Lemme 3.17. Pour toutes facettes B,B',B" de B, on a : 

de (B, B") < de (B, B') + de {B', B") + d^. 

Démonstration. En effet, soit (Go, . . . , G;) et (Gq , • ■ • , C'/,,) deux galeries tendues 
respectivement entre B et B' et entre B' et B" ; les chambres G; et Gq ont alors 
une face commune B' , donc au moins un sommet commun, et il existe alors une 
galerie tendue de la forme (G; = Gq, C[, . . . ,C[, = Gg ), avec l' < d^; on en déduit 
l'asserton du lemme. □ 

Soit Q un quartier fermé de A de sommet x et rencontrant A' , et 51 l'ensemble 
des points de Q n'appartenant à aucun tQ, avec t Cz X — {0} tel que tx Q ] Q 
rencontre un nombre fini de facettes, et l'entier dm = sup^ g, de {B, B'), oh B, B' 
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décrivent l'ensemble des facettes rencontrant fi, est bien défini ; de plus, l'ensemble 
des tQ, t G X, constitue une partition de A. 

Posons également do — de {A', A) ; puisque pour tout entier a, l'ensemble des 
facettes de A situées à une distance combinatoire d'au plus a de A' est fini, l'assertion 
cherchée se déduit immédiatement du lemme suivant : 

Lemme 3.18. Pour tout t £ X , il existe t' € X tel que [A' , t'A^) < do + dm + '^dk 
et que i K' n t^/K^t-'^ C t'-fK^t'-^. 

Démonstration. Si K' et tjK^t^^ sont disjoints, l'assertion du lemme est triviale ; 
supposons donc •j'K' n tjK^t^^ non vide. Soit E l'enclos de A' U tA^ dans B. 
Supposons d'abord 7 = 1 ; on va montrer par récurrence sur do qu'il existe t' € X 
tel que t'A^ C E et que de {A',t'Ax) < do + dm- Si do = 0, A' C ^ et il existe un 
unique t' (z X tel que A' rencontre t'Q ; t' convient alors par définition de dm- 

Supposons maintenant do > 1 ; soit Aq une chambre de B dont l'adhérence con- 
tient A' et telle que de {A^^A) = do. Ai une chambre adjacente à ^ et telle que 
de (^1, ^) — dQ — \, A' mi appartement contenant à la fois Ai et A' et H le mur de 
A! contenant la cloison séparant Aq et Ai. Par hypothèse de récurrence appliquée 
k Al, il existe i' G X, une galerie tendue de la forme {Ai,A2, . . . , A;) et un entier V 
tels que l' < d^ + dm, tA^ C Ai et t'A^ C Ai>. De plus, pour tout î > 1, C ^ et 
est située du même côté de H que Ai et A^ ; on déduit alors de I, corollaire 2.8.4] 
qu'il existe un appartement A" de B contenant ^0 et le demi-plan de A' délimité 
par H contenant les Ai, i > 0; puisque H sépare Aq et Ai, {Aq, . . . ,Ai) est une 
galerie tendue. Donc si E contient au moins une chambre, il contient tous les Ai, et 
en particulier t'A^. 

Il reste donc à traiter le cas où E ne contient aucune chambre de B. Soit H' le 
sous-espace de A" engendré par A' et tA^. Puisque do > 1, H' ne peut pas être 
réduit à un point, et on peut supposer que Ai rencontre H' : en effet, tous les murs 
de A" qui séparent A' et tAx coupent un segment reliant tx et un point de A' , donc 
coupent E, donc contiennent une facette de -E ; on peut alors choisir Ai, . . . , Ai de 
façon à ce que Ai contienne une facette de E. On peut alors déduire l'assertion du 
lemme de l'hypothèse de récurrence appliquée à une telle facette. 

Supposons maintenant 7 quelconque. Soit A' un appartement de B contenant E, 
et Tq le tore maximal de G associé; on peut supposer que 7' G Nq (Îq) ; d'autre 
part, puisque j'K' n t'^K^t"^ n'est pas vide, d'après les lemmes 13.131 et 13.151 et 
quitte à remplacer 7' par ^'w' , oh. w' est un élément de Nq (Tq) C\ K' , on peut 
supposer que 7' stabilise tA^. L'ensemble E est alors également stable par 7', et 
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l'assertion du lemme est vraie s'il existe t' X tel que t'Ar^ est contenue dans 
E et stable par 7' et que de {A',t'Ax) < do + d„i + 2dk- Soit V l'espace vectoriel 
associé à A, et A'"' le sous-espace des éléments de A' stables par 7' ; il existe 
ti G F tel que A''^ + v soit réunion des facettes qu'il contient ; il est clair que 
c'est alors également le cas de A'"' + wv pour tout w G W (G/Tq) commutant 
avec 7. Soit Aq (resp. Ai ; on supposera v tel que A'^ + v contient un sommet 
y' de Al. Soit y ~ t^^y', et soit A" une facette contenue dans Aq D Ça''^ + 
(il en existe : en effet, on a = wAi, avec w G W (G/Tq) commutant avec 7', 
et Aq n (^A''^ + = w (^Ai n (^A''^ + w^^v^^ est donc non vide) ; d'après le cas 
7 = 1, il existe t' E X tel que de {A" , t'y) < rfo + dm et que t'y appartient à l'enclos 
de A" U ty. Or cet enclos est inclus dans Ça''^ n + v ; on en déduit que t't^^ 
stabilise A'"' , donc que t'Ax rencontre A''^ ; puisque ''yt'Ax est de même type que 
t'Ax, on en déduit qu'elles sont égales. D'autre part, t'y — v G -En t'A^, donc 
t'Ax C E. Enfin, on a, grâce au lemme lÏÏ. 171 : 

de {A', t'Ax) < de {A', A") + de {A", t'y) + de (t'y, t'A^) + 2dk 

<0+(do + d„) + + 2dfc, 

ce qui achève la démonstration. □ 

□ 

D'après ce lemme, l'ensemble : 

Co = C n Cx,y,o = cn \J t-^^K^t 

teZaiTo) 

est un fermé de C. Il est donc compact ; puisque les f^^K^t sont des ouverts, il 
existe alors une partie finie T" de Zq (Îq) telle que l'on a : 

Co C y t-iKxt-\ 

Pour tout t' G Zg (Tq) tel que t'^^Ct' n -/R'x ^ 0, il existe donc t G T{' tel que 
t'jKxt'^^ rencontre tjKxt^^ ; d'après le lemme 13^.131 on a alors t' G tT2, ce qui 
achève la démonstration du lemme 13.121 □ 

D'après ce lemme, il suffit de considérer les éléments de Ti {Tq D Mder)- Cet en- 
semble est réunion finie de classes à gauche modulo KzQ{To)-^d quitte à remplacer, 
pour t décrivant un système de représentants de ces classes, C par tCt^^ (et Kq par 
tK^t^^), il suffit de montrer qu'il n'existe qu'un nombre fini d'éléments de Xd ne 
vérifiant aucune des deux conditions de l'énoncé de la proposition. De plus, soit X^ 
le sous-groupe des éléments t de Xd tels que 7~^t7 G t {Kto ^ Mder) d'après les 
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lemmes [3 . 1 31 et 15". 1 51 les seuls éléments de susceptibles de ne pas les vérifier sont 
ceux appartenant à w'^^X^'w' pour au moins un w' G W D ; puisque ce groupe 
est fini, quitte à conjuguer, pour tout w' , C et Kq par w' , il suffit de considérer le 
cas où w' = 1. 

Montrons d'abord que l'on peut se limiter à l'étude d'une chambre positive de 
To n Mder- Soit {ai,...,Q!r} l'ensemblc de racines simples de G relativement à 
Tq KxalK)p^ correspondant au sosu- groupe parabolique minimal Po image de 
/; pour tout i < r, soit Si la réffexion de W correspondant à ai, et soit s[ (resp. 
s'^ q) l'unique élément de W possédant des représentants dans (resp. Kq) et 
dont l'image dans W est s^. Les s'^ engendrent le sous-groupe W' D de W ; 
les s'^ Q engendrent un sous-groupe Wq de W D Kq (qui est W' fl Kq tout entier 
si et seulement si est un sous-groupe parahorique maximal spécial de G). Les 
groupes W nKx et Wq sont tous deux canoniqucmcnt isomorphes (par la surjection 
canonique de W dans W) au sous- groupe Wx de W engendré par les s;. Pour tout 
w e Wx, il existe donc G X tel que pour tout j G {1, . . . , r}, si w' (resp. w'q) est 
l'unique élément de W' Ci Kx (resp. W' fl Ko) d'image w dans W, on a : 

D'autre part, on a le lemme suivant : 

Lemme 3.19. Pour tout j G {!,..., r}, il existe un élément Wj de Wx tel que 

{(3j, wj^twj) est positif ou nul. 

Démonstration. En effet, considérons l'élément tx = YIwgw w~^tw de Tq. Il est 
invariant par conjugaison par Wx, donc en particulier, pour tout k, par Sk, d'oii : 

{ak,tx) = {SakOik,Sk,tx) = {-ak,tx), 

d'où {ak,tx) — 0. Or Pj est combinaison linéaire des ak, donc on a : 

o^%,tx) = J2 {(3j,w-hwy, 

on en déduit qu'au moins un terme de la somme est positif ou nul, ce qui démontre 
le lemme. □ 

On en déduit : 

{Pj,w'o-Hw')>{f3j,t^^)> inf {pj,t^). 
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Or les WQ^^tw', w' £ VF^', représentent tous la même double classe de G modulo 
Kq à gauche et à droite ; on en déduit, en posant pour tout j : 

que ces doubles classes sont indexées par une partie de l'ensemble suivant : 

E ^ {ci+N) X ■■■ X {cr + N}; 
il sufRt donc de considérer l'ensemble X'*''^ des t € tels que l'on a : 

Soit Oi, ... ,0k les orbites de {Pi,...,/3r} pour l'action de 7. Pour tout i G 
{1, . . . , k}, posons : 

a.i = sup sup {(3j,t"). 
3\0jeo, t"eT{' 

Pour tout i, tout t" G Ti et tout t' G X'''^ tel que si (3j G Oi, {f3j, t') > ai, l'image 
de t'~^t"jKxt"^^t' n 'jKx dans est contenue dans le sous-groupe parabolique 
propre = M^Ui de standard relativement à Pq et Tq et tel que admet 
pour système de racines l'ensemble des racines de qui sont combinaisons linéaires 
d'éléments de Oi', i' ^ i ; comme d'après la démonstration du lcmme rT.121 t'^^Ct' H 
jKx est réunion des t'^'^t" ^K^f'^^t' {^^K^, t" G Tj", son image est alors contenue 
dans P^. De plus, soit a une racine de (G+ qui n'est pas racine de M^, et soit 
UaM = Ua n H ; Ua.H est un sous-groupe ouvert de Ua, et il existe donc bi^a G Q 
possédant la propriété suivante : si t G X^ est tel que {Pj,t) > bi ^ pour au moins 
un j G Oi, t~^Ua.Ht contient Ua H K^. Posons donc : 

bi sup ^ai,snpbi^a^ , 

la somme portant sur les a qui sont racines de (G+ et pas de M^. Si {(3j,t') > bi, 
d'une part l'image de t'~^Ct' HjK^ dans est contenue dans P^, et d'autre part 
t^^Ht contient Ua H pour tout a, donc son image dans <G contient ; t' vérifie 
donc la deuxième condition de la proposition. 

On en déduit que pour que t' G X^'^ ne vérifie aucune des deux conditions de 
la proposition, il est nécessaire que pour tout i et tout f3j G Oi, {f3j,t') < bi^a- Or 
les éléments de X'^'^ vérifiant ces inégalités sont en nombre fini, ce qui achève la 
démonstration de la proposition. □ 
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3.4. Distributions D. Fixons à nouveau un sous-groupe d'Iwahori / de G. Pour 
tout sous-groupe parahorique K de G contenant /, soit Ck l'espace des fonctions sur 
G à support compact et biinvariantes par K^, et Ck,o le sous-espace des éléments de 
Ck à support dans Nq {K) ; si — Nq (K) /K^, Cka s'identifie canoniquement 
à l'espace des fonctions sur Si x est un point de B dont le fixateur connexe est 
K, on notera également Cx — Ck, Cx,o = Cko- 
Posons également : 

KDI 

Cq = ^ Ck,0- 

KDI 

Soit Vc l'espace des distributions sur G invariantes par conjugaison et à support 
dans l'ensemble Gc des éléments compacts de G. Pour tout ly — (7, /i) e Af, tout 
couple (7, A") d'image (7,//) par C et toute fonction 7-cuspidale (j) sur G = K/K^, 
est un élément de Vc- Soit donc Vc — "De [G) le sous-espace de Vf, engendré par 
les D'^ ; le but de cette section est d'associer de manière canonique à tout D G Pc 
un élément D Ae'Dc, qui coïncide avec D sur Cq. 

Soit D e Pc, V & {j,x) G G tels que ({j,x) — v et que contient /; 
on identifie 7 à un élément du normalisateur de /. Soit Gcusp ilKx) l'espace des 
fonctions de G dans C à support dans ^Kx, invariantes par K]., invariantes par 
conjugaison par Kx et 7-cuspidales, c'est-à-dire qui sont le relèvement à G tout 
entier d'une fonction cuspidale sur — j^Kx/K^ ; Gcusp (jKx) est canoniquement 
isomorphe à l'espace Gcusp (Gix)'^^'^ des fonctions invariantes par 7-conjugaison et 
7-cuspidales sur Gx = Kx/K],, et la restriction de I? à Gcusp {l^x) s'identifie à 
une distribution sur Gcusp {G x)^"''^ invariante par 7-conjugaison; il existe donc 
une unique fonction (p^^x (D) S Gcusp (Gx)^'"'' telle que l'on a, pour tout / G 

Gcusp (Sl-^x) • 

où v'^ est défini de la manière suivante : soit /i = ^(x), {M,K^) un représentant 
de fi, Tq un tore déployé maximal de M , le plus petit sous-groupe de Levi de 
G semi-standard relativement à Tq et contenant M et 7 (assimilé à un élément de 
W (G/To)), et la constante définie dans l'énoncé du lemme lXHl : on pose : 

vl=[NG{j,K^):NM,h,K^)] v,. 

De plus, on a le lemme suivant : 

Lemme 3.20. (pj^x ne dépend que de v. 
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Démonstration. En effet, soit x' un autre élément de B tel que k{x') = /i et 7 e 
Ng {Kx'). Soit A un appartement de B contenant x et x' , et Tq le tore maximal 
associé à A; grâce à la proposition 12.91 et quitte à remplacer x' par wx' , où w est 
un clément de W' {G/Tq), on peut supposer que {Kx,Tq) et (K^'^Tq) ont même 
image {M,K^) par Ko, et que 7 normalise également K^'- Si (resp. ^j;/) est la 
facette de A contenant x (resp. x'), et A^' sont stables par 7 et engendrent le 
même sous-espace affine E de yl, qui est le sous-espace des points fixés par K^. En 
considérant les facettes de E stables par 7 maximales, on voit qu'il existe une suite 
Ax = Aq, Al, . . . ^ Ak = Ax' de telles facettes telles que pour tout i. Ai et A^+i ont 
en commun au moins une face stable par 7 ; comme pour tout i, tout point de Ai 
admet /i comme image par k, il suffit de montrer le lemme dans le cas où Ax et 
Ax' ont en commun une telle face ; mais alors il existe un sous-groupe parahorique 
K àe G stable par 7 et contenant à la fois Kx et Kx'. Soit G = K/K^ ; Gjx et 
Gx' ~ Kx' /Kl., s'identifient à un même sous-groupe de Levi de G. D'autre part, si 
P = MU est un sous-groupe parabolique de G stable par 7 et de Levi M, et si / est 
une fonction de M dans C, en définissant l'induite de / à G tordue par 7 par : 



IndS,,(/):.9eG^^ E /M, 



cette induite est un élément de G (G) '''' ; de plus, on déduit immédiatement de la 
proposition 12.51 appliquée à G+ = 7^G qu'elle ne dépend pas du choix de P. Si 
7 = 1, on retrouve bien évidemment l'induite usuelle. On a : 

Lemme 3.21. Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G stable par 7, et 
Kp son image réciproque dans K . Soit f une fonction sur M invariante par 7- 
conjugaison ; on a, en relevant f et son induite, ainsi que les éléments de Cq (G), 
à des fonctions sur G à support dans K : 



card (G) 
card (P) ■ 



I^<7(/)6 7II77^/ + ^^o(G). 



Démonstration. Puisque Kx <Z K et K]. D K^, f (en tant que fonction sur G) 
est une fonction à support dans K et biinvariante par K^, et s'identifie donc à 
une fonction sur G ; plus précisément, c'est alors une fonction à support dans P 
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constante sur les mU, m G M. Or on a, pour tout g G G : 



card (P) ^ 

^ ' heG 



On a donc 



et l'assertion du lemme s'en déduit immédiatement. □ 

En appliquant ce lemme successivement à P^^ = K^/K^ et à P^;' = K^r/K^, 
puisque ces groupes admettent tous deux comme composante de Levi, on en 
déduit que pour / G Ccusp {^x)^'"'^ , les relèvements de / à respectivement ^K^ et 
^Kx' sont des éléments de (G) qui ne diffèrent que d'un élément de Cq (G) ; les 
restrictions àe D k Ccusp ilKx) et Ccusp {"/K^') induisent donc la même distribution 
sur Ccusp (Gx)"^^'^, ce qui démontre le lemme 1!^. 201 □ 

Dans ce qui suit, on écrira (D) à la place de 0^^^ {D) ; pour tout v M 
n'admettant aucun antécédent par C, on posera 4>u {D) — 0. Posons : 

D=S^ D- 



C'est un élément de "De-, et l'application D D est clairement linéaire. 

D'après le lemme IXHl on a, pour tout i> = (7, /i) et toute fonction 7-cuspidale 
sur le groupe réductif fini M associé à ^, si AI, et sont définis comme dans 
l'énoncé de ce lemme : 

D{4,)=D^^^j,){4,)=v, E {(j3,,Ad{n)4,)M 

= Vi, E {Ad [n^^) (py , (l))m- 

Or puisque D est invariante, 0^ est invariante par conjugaison par Nq (7, X^) et 
on en déduit : 

D [cp] = Z?g^(^) (0) = v'^{cp,,(t>)M ^D{4>). 

Les distributions D et D coïncident donc sur l'espace engendré par les ; on va 
maintenant montrer que modulo Go (G), les (j) engendrent Cq. Pour cela, on va mon- 
trer un résultat de décomposition pour les fonctions invariantes par 7-conjugaison 
sur un groupe fini. 
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Soit G le groupe des F^-points d'un groupe réductif connexe défini sur Fg, et G+ 
un groupe engendré par G et un élément 7 normalisant G. Soit M un sous-groupe de 
Levi de G stable par conjugaison par 7 ; son normalisateur Nq^^ (M) pour l'action 
ci-dessus est également stable par 7. On notera Ccusp i^)^'^'''^^^''^ le sous-espace 
des éléments 7-cuspidaux de C {M)^'^'~'^^^''^ . 

Soit R un système de représentants des classes de conjugaison des sous-groupes 
de Levi de G stables par 7 ; on a le résultat suivant : 

Proposition 3.22. On a les décompositions suivantes : 



C(Gf'T= 0IndS,^a 

Me_R 



M,7 

cusp ' 



iVG,^(M),7 
G-R 



Démonstration. Montrons d'abord l'égalité des deux sommes de l'énoncé : pour 
cela, il sufRt de montrer que pour tout M e iî, on a : 

l'autre inclusion étant évidente. Soit donc / un élément de Ccusp (M)'^'''' ; pour tout 
m S N(Q^^ (M), en posant : 

Ad^ (m) (/) : 5 I — > / (7"^rn75m"^) , 

Ad-y (m) / est également 7-cuspidale et on a : 

IndM,^ {Ad^ (m) /) = Ind^^^ (/) . 

Posons donc : 

card (iVG,7 (M)) 



/o (M)) 2^ ^d,{m)f; 

^ ^ " meiVG,^(M) 



on a /o e Ccusp (M)^''"^^^^'^ et Ind^ ,^ (/o) = Ind^ ,^ (/), ce qui montre l'assertion 
cherchée. De plus, si la première somme est directe, la seconde Test aussi. 

On va maintenant montrer, par récurrence sur le rang semi-simple de G, la 
première égalité, ainsi que le fait que la première somme est directe. Si rg (G) = 0, 
iî — {G}, toute fonction invariante par 7-conjugaison sur G est 7-cuspidale et 
l'assertion est triviale. Supposons donc G de rang non nul ; montrons d'abord les 
lemmes suivants : 



Lemme 3.23. OnaC (G)""^ = C^usp (G)""^ + Emcg IndS,7 ^ 
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Démonstration. Pour montrer ce lemme, il sufRt de montrer c[ue Ccusp (^) ' con- 
tient l'orthogonal de X^mcg -'-'^^£,7 ^ (G)"''^ dans G pour (•, •)g ; puisque ce produit 
hermitien est défini positif, l'assertion du lemme s'en déduit immédiatement. Soit 
donc / un élément de cet orthogonal; pour tout M C G et tout f £ C (M)^'"*^, on 
a : 

(/,IndS,^ /')g = 0. 
D'après le lemme précèdent, on a donc : 

comme ceci est vrai pour tout M et tout /', on a r^/ = pour tout M. donc / est 
7-cuspidale. □ 

Pour tout M e JF, soit Wm,7 l'ensemble des éléments commutant avec 7 du 
groupe de Weyl de M relativement à Tq. 

Lemme 3.24. Soit M, M' G R ; il existe un système de représentants Wq de 
Wm',7\Wg,7/Wm,7 tel que l'on a : 

w£Wo 

Démonstration. Ce lemme est une conséquence immédiate du théorème 3.2 de jl2| . 

□ 

Lemme 3.25. S'oiiM, M' £ R, (j) (resp. <j)' ) une fonction j-cuspidale sur M (resp. 
M) invariante par 7Vg,7 (M) (resp. 7Vg,7 (M') ). Alors on a : 

(IndS,^ 0,lnd£, ,y = 

si M et M' sont distincts, et : 

(IndS,^ 0, IndS,,^ 0')g = card {N^,-, (M) /M) (0, 0')g' 

siU = M'. 

Démonstration. Supposons d'abors M ^ M'. Puisque M et M' sont deux éléments 
de R distincts, au moins l'un d'eux n'est pas contenu dans un conjugué de l'autre; 
supposons par exemple que M n'est pas contenu dans un conjugué de M'. On a par 
le lemme : 

(Ind£_^ (j>, Ind£,_^ 0')g = (fS' IndS,^ ^, ^')m'- 
Or le lemme lÏÏ. 241 donne : 

(1) rS,Ind£^^0= IndM'n«>M«,-i,7°^'^H°Cn«,-iM'^,7('^)' 

weWo 
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OÙ Wq est défini comme dans l'énoncé de ce lemme ; d'autre part, pour tout w, 
puisque M n'est contenu dans aucun conjugué de M', M n w^^M'w est un sous- 
groupe de Levi propre de M ; comme est 7-cuspidale, on en déduit ^'Mnw-iM'u) i'P) ~ 
0. On a donc : 

fu' IndS,7 ^' = 
ce qui démontre la première assertion du lemme 15.251 

Supposons maintenant M = M'. Alors les seuls termes non nuls dans le membre 
de droite de (Q) sont ceux correspondant aux w tels que M n w^^Mw = M, c'est-à- 
dire w £ Ng,^^ (M) ; pour un tel w, on a : 

IndMn^M^-1,7 (w) o r^p^-iM.^ (</>) = Ad (w) (/) = (/> 

puisque (j) est invariante par N^^-y (M). On en déduit la deuxième assertion du lemme 
15:^ □ 

Revenons à la démonstration de la DroDOsition l3.22l Par hypothèse de récurrence, 
on a pour tout M C G : 

C{mf^^= IndS,,a„.p(M'f''\ 

M'eRu 

où Rm est défini pour M de façon similaire à R pour G (notons que deux sous- 
groupes de Levi de M peuvent être conjugués dans G et pas dans M). On en déduit, 
par transitivité des induites et grâce au lemme \'^.2l^\ : 

Il reste à montrer que la somme est directe. Pour cela, soit, pour tout M G iî, 
4>M & Ccusp (M)^'^ ; supposons les 0m tels que l'on a : 

IndS,-y 0M = 0. 

Pour tout M' G R, on a alors, d'après le lemme lÏÏ. 251 : 

= IndS,^0M,IndS,^^0M')G = card(iVM',7 (M') /M') {(tm' , (l)u')u'; 

on en déduit que 0m' — pour tout M' et la proposition est démontrée. □ 

D'après cette proposition, pour tout a; G A et tout 7 normalisant x, l'espace des 
éléments de Cxfi invariants par conjugaison par s'identifie à l'espace engendré 
par les induites des fonctions 7-cuspidales sur les sous-groupes de Levi stables par 
7 de Gx ~ Kx/Kl, relevées à des fonctions sur G; on va en déduire, en utilisant 
le lemme 15.211 que ces fonctions 7-cuspidales engendrent Cq, et donc que D et D 
coïncident sur Cq. Plus précisément, on a la proposition suivante : 
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Proposition 3.26. Soit Z? G î?c- Alors il existe un unique D' G que les 

restrictions de D et D' à Cq sont identiques; de plus, on a D' = D. 

Démonstration. Montrons d'abord l'unicité de D' : supposons que D' et D" sont 
deux éléments de Vc tels que — D"\cg ~ £'|co- Alors Dq = D' — D" est un 

élément de 2?c dont la restriction à Cq est nulle ; il suffit donc de montrer qu'une 
telle distribution est forcement nulle. Posons : 

oii pour tout v = (/i, 7) G A/", 4>y est une fonction 7-cuspidale sur le groupe réductif 
fini G associé à /i. Si (M, K^^ est un représentant de /i, en identifiant G à K^/ K^, 
(pi^ est invariante par conjugaison par Nq (7, if^) ; pour tout v' ~ (fi',"f') G A/" et 
toute fonction 0' 7-cuspidale sur le groupe réductif fini G' associé à /i', on a alors, 
en utilisant le lemme 13.81 : 

Do (<^') = Y. ('^') = <' ■ 
Or puisque 0' se relève en un élément de Cq, on a Dq (0') = ; on en déduit : 

{<t>y',4>')G' = 0. 

Comme ceci est vrai pour tout (/>', on a (pi^i = pour tout v' , donc Dq — 0. 

Il reste à montrer que D vérifie D\ca — D\cq. Comme les sous-espaces de la forme 
Cxfi^ x G A, engendrent Cq, il suffit de vérifier l'égalité des restrictions de D et à 
chacun de ces sous-espaces. De plus, pour tout x G A et tout 7 G F/ qui normalise 
Kx, soit Cx./yfi = CK^.-y,Q le sous-espace des éléments de Cx,o à support dans jKx ; 
Cx,o est somme directe des Cx^-y^o- On va donc vérifier l'égalité des restrictions de D 
et D k chacun des Cx,-y.o- 

Soit X Cl B, Kx le sous-groupe parahorique de G fixant x et 7 un élément de F/ 
qui normalise Kx ; on va montrer par récurrence sur le rang de G^ — Kx/K^ que D 
et D coïncident sur Cx^-y.o- Cet espace est canoniquement isomorphe à l'espace des 
fonctions sur le groupe fini G^ ; il existe donc une fonction </)£). x, 7 sur G^; telle que 
pour tout / G Cx,-y.o, on a : 

D{f)^{4>D,xnJ)G.- 

Puisque D est invariante, (pD.x,-^ est invariante par 7-conjugaison ; grâce à la propo- 
sition on peut alors écrire de manière unique : 

M6-R 
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OÙ R est un système de représentants des classes de conjugaison de sous-groupes de 
Levi M de Gx stables par 7, et où pour tout M, 4>d,x,-iM Gst une fonction 7-cuspidale 
sur M invariante par Nq^,^ (M). D'autre part, pour / G Cx^jfi, posons : 



f'-.geG^ f f {k-'gk) dk 



Puisque D et D sont invariantes, on a Z) (/) = D (/') et D (/) = D (/') ; de plus, /' 
est un élément de Cx,-f,0: invariant par 7-conjugaison en tant que fonction sur ; 
on peut donc écrire, en utilisant à nouveau la proDOsition l3.22l : 

où pour tout M, /m est une fonction 7-cuspidale sur M. Or soit, pour tout M G iî, 
P un sous-groupe parabolique de <Gx invariant par 7 et de Levi M, et K' le sous- 
groupe paraliorique de G contenu dans et dont l'image dans Gx est P ; /m se 
relève en une fonction sur G à support dans jK' biinvariante par K[, c'est-à-dire 
en un élément de Cx^-y^^ et si M C Gx, on a donc par hypothèse de récurrence : 

D (/m) = D (/m) . 
De plus, d'après le lemme n.211 pour tout M C Gx, on a : 

card(G^~ A 
= card(P) 

= D (indS:^ (/m)) • 

Pour achever la démonstration de la proposition, il reste donc à vérifier que l'on a 
^ (/g^) = D (/g^)- Or d'après le lemmel^Hl on a : 

Ceci est vrai pour toute /g^ G Ccusp (Gx)^'"'' , donc si = Cili^)j on a, par 
définition de (j>i, {D) : 

D'autre part, on a, en utilisant la définition de D et le lemme lÏÏTSl : 

ce qui achève la démonstration. □ 
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3.5. Restriction des distributions à C. On va maintenant montrer le résultat 
suivant : 

Théorème 3.27. Soit D G De- Si D est nulle surCç,, alors elle est nulle surC. 

Démonstration. Si D est nulle sur Cq, toutes les <f>u {D) sont nulles, donc I? = ; le 
résultat se déduit alors immédiatement du théorème suivant : 

Théorème 3.28. Pour tout D £ 'De, D coïncide avec D surC. En particulier, si 
D = 0, D est nulle sur C. 

Avant de commencer la démonstration, introduisons quelques notations supplé- 
mentaires. Soit TT une représentation irréductible tempérée de G ; on définit la dis- 
tribution trace compacte de tt de la manière suivante : 

tr, (^) : / G (G) ^ [ ir (tt (g)) 1, (g) f (g) dg, 

Jg 

où le est la fonction caractéristique de l'ensemble des éléments compacts de G. 

Soit TT une représentation irréductible admissible de G, V son espace, et K un 
sous-groupe parahorique de G ; soit V^^ le sous-espace des éléments de V invari- 
ants par le premier sous-groupe de congruence de K. Puisque tt est admissible, 
est de dimension finie ; de plus, puisque est un sous-groupe normal de 
Ng (K), V^^ est stable par Nq (K) ; le groupe Nq (K) /K^ agit donc sur 
et la représentation de Nq {K) /K^ ainsi obtenue sera notée Tr'^'^'-^\ Si H est un 
sous-groupe de Nq (K) contenant K, on notera tt^ la restriction de n^'^'--^^ à H. 

Démonstration. On va montrer le théorème par récurrence sur le rang semi-simple 
de G. Si ce rang est nul, G possède un unique sous-groupe parahorique K et on 
a Ng (k) = g ; on a alors Cq = C et le théorème se déduit immédiatement de la 
proposition 13.261 Supposons maintenant G de rang non nul ; on va d'abord montrer 
la deuxième assertion. Soit _D e Pc telle que D — 0; d'après la proposition 13 .261 D 
est alors nulle sur Cq. 

Supposons d'abord que D est combinaison linéaire de traces compactes de repré- 
sentations tempérées ; posons : 

t 

-D = ^ Ktrc (TTi) , 

i=l 

où les Ai sont des constantes et les tt^ des représentations irréductibles tempérées 
de G. 

Proposition 3.29. Si D est nulle sur Cq, alors D est nulle sur l'espace des fonc- 
tions à support dans l'ensemble Geii des éléments elliptiques de G. 
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Démonstration. Dire que D est nulle sur Cq revient à dire que pour tout sous-groupe 
parahorique K de G, on a : 



Pour montrer cette proposition, on va donc tout d'abord étendre les résultats de |21l 
III. 4] au cas G réductif quasi-déployé quelconque. Fixons un sous-groupe d'Iwaliori / 
de G ; soit V l'ensemble de tous les sous-groupes parahoriques de G, et Vi l'ensemble 
de ceux qui contiennent /. Pour toute représentation irréductible tempérée tt de G, 
posons comme dans |^ III. 4] : 

fEP (n) = J2 (-1)*"^^"^ vol {Ng (K) /Zy' SA^tr (^^-(^)) , 
KeVi 

où pour tout K eV, Ax est la facette de l'immeuble de G correspondant k K, où 
tr (^T^f'^^^^^ est considérée comme une fonction sur Nq (K) étendue à G par zéro, 
et où sak est défini comme dans |21) . 

Soit h G Geii ■ On a les lemmes suivants : 

Lemme 3.30. L'ensemble des points de l'immeuble de G fixés par h recouvre 
un nombre fini de facettes. 

Démonstration. En effet, le lemme est vrai pour G/Zq^ci et l'image de h dans G / Zq^^ 
d'après |^ III. 4. 9] ; or les immeubles de G et de G/Z^d sont isomorphes en tant 
que complexes simpliciaux, et toute facette fixée par h dans l'immeuble de G l'est 
aussi par son image dans G/Zq^cIi et réciproquement. □ 

Lemme 3.31. On a pour tout tt ; 

/ ÎEP W [g-'hg) dg = Y. {-if"'^^"^ tr (tt^-W) {h) . 

Démonstration. La démonstration est identique à celle de |21l III. 4. 10], en rem- 
plaçant G par G/Zq^ci ; la somme du membre de droite est finie grâce au lemme 
précédent. □ 

Lemme 3.32. Soit ip G G^ (G) à support dans G^u. On a pour tout tt .• 
tr{7r){i;)= f ^ (h) f fsP {n) (g-^h-^g) dgdh. 

Jg JG/Za.d 

Démonstration. La démonstration est identique à celle de |^ III. 4. 16]. □ 
Corollaire 3.33. Sous les mêmes hypothèses, on a pour tout tt ; 



tr (^) ii^)^ iP (h) Y, (-1)*"^^^^ tr (^^^g(K)) (/j-i) dh. 
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Revenons à la démonstration de la proposition. Pour tout G {G) à support 
dans Geii, on a : 

\KeV i ) 

Or l'ensemble des K gV intervenant de façon non triviale dans le membre de droite 
est fini : en effet, pour tout h elliptique, il existe un voisinage de h dans G dont tout 
élément fixe les mêmes facettes que h (par exemple hK', où. K' est un sous-groupe 
ouvert compact de G contenu dans les fixateurs de toutes les facettes de et de 
toutes les facettes adjacentes à X^), et le support de tp, étant compact, admet un 
recouvrement fini constitué de tels voisinages. On peut donc écrire : 

Supposons d'abord Nq {K) /K^ fini ; on a alors, pour tout i et tout h : 
d'où l'on déduit : 

grâce à ce qui précède, et la proposition est démontrée dans ce cas. 

Supposons maintenant Nq {K) /K^ quelconque, et considérons le groupe ^y^K. 
On a vu précédemment qu'il existe un entier 6 > tel que 7'' est dans le centre 
de G ; pour tout i, il existe donc un caractère Xi de Z tel que pour tout entier z, 
TTi (t**^) est une homothétie de rapport Xi {bz) ; de plus, Xi est unitaire puisque ttj 
l'est. Considérons donc la représentation : 

Xi étant étendu à un caractère sur j^K par Xi\K = 1- Cette représentation est 
triviale sur 7**^, donc induit une représentation du groupe fini ^^'^K/^^'^K^ canon- 
iquement isomorphe à K/K^. On a donc, pour tout h G 7^i^ : 

ir-(xr^®-r^) {h-^) = tr {xï' ^ ^) {h) , 
d'où, puisque Xi est unitaire : 

On conclut comme dans le cas où Nq {K) /K^ est fini. □ 




DISTRIBUTIONS INVARIANTES 59 

Revenons à la démonstration du théorème. La distribution D est intégrable, in- 
variante et nulle sur Geii ; d'après |13[ corollaire 3 au théorème 3.1], elle est somme 
d'induites de distributions invariantes Dm sur un ensemble de représentants des 
classes de conjugaison de Levi propres de G ; de plus, fixons un sous-groupe para- 
horique maximal spécial Kq de G contenant / ; on a le lemme suivant : 

Lemme 3.34. Soit f G (G) à support dans l'ensemble des éléments compacts 
(resp. non compacts) de G, et soit P = MU un sous-groupe parabolique de G. Alors 
= f^^^ est à support dans l'ensemble des éléments compacts (resp. non compacts) 
de G contenus dans M . 

Démonstration. Si P ~ G, le résultat est trivial ; supposons donc P propre. Sup- 
posons que / est à support dans l'ensemble des éléments compacts de G, et soit 
l G M non compact dans G ; on a : 

/^(/) = [ f{k-Huk)dk. 

Supposons qu'il existe k G Kq et w G ?7 tels que k~^luk est compact dans G; alors 
lu aussi est compact dans G. Soit Kjj un sous-groupe compact de U contenant u ; 
on déduit de |3 1.4.3] qu'il existe un élément z contenu dans le centre de M tel que 
la suite des z~^Kijz^ , n > 0, est décroissante et que l'intersection des z^^Kijz^ 
est réduite à {1}. La suite des z'^luz"^ = Iz^^uz"^ converge donc vers l] or, tous 
ces éléments sont compacts dans G, donc par le lemme ITïïl / aussi, ce qui est exclu. 
Donc pour tous fc, u, k~^luk n'est pas compact dans G, donc / i^k^^luk^ = ; on a 
donc (/) ~ 0. La démonstration dans le cas oii / est à support dans les éléments 
non compacts de G est similaire. □ 

Soit le la fonction caractéristique des éléments compacts de G. On a : 
D = D (1,.) = Y. (l^^M Dm) (1.-) = Y. In^M {Dm (le-)) 

M M 

grâce au lemme précédent; on peut donc supposer que pour tout M, on a Dm = 
Dm (le-)' c'est-à-dire que Dm est à support dans M n Gc C Me- 

Soit, pour tout M, Dm la distribution sur M définie pour Dm de manière ana- 
logue à D pour D ; posons : 

D* =Y^ndfJDM■ 
M 

Par hypothèse de récurrence, les restrictions de Dm et de Dm à Cm sont égales. De 
plus, si K est un sous-groupe parahorique de M et 7 un élément de Nm (K) tel que 
jK GcCi M, puisque D]\f est nulle sur ^K, Dm aussi ; on en déduit que Dm est 
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à support dans Gc Ci M ; comme ceci est vrai pour tout M, e V,, (G) d'après le 
lemme précédent. Enfin, on a le Icmme suivant : 

Lemme 3.35. Soit f G C, et P — MU un sous-groupe parabolique de G. Alors le 
terme constant de f est somme d'un élément de Cm d'un élément de Gq (M). 

Démonstration. Il suffit de montrer ce lemme pour / appartenant à une partie 
génératrice de C ; on supposera donc qu'il existe g d G et x Cz A tels que / est la 
fonction caractéristique de K^gK]^. On peut supposer P et M standard relativement 
à Pq et Tq, où Pq est le sous-groupe parabolique minimal de G d'image / dans 
Kq/Kq ; on a alors, pour tout l Çi M : 

1 

fP {1)^6$ {1)2 [ f{k-Huk)dudk 

1 

= vol (Kl) 63 {1)2 ^ vol{KlgKlnk-HUk) 

keKa/Kl 

1 

^ vol {Kl) 5$ {1)2 vol [kKlgKlk"^ fMU) . 

keKo/K^ 

Il suffit de vérifier que pour tout k G Kq, l'application : 

leM< — > vol [k'kKlgKlk^^k'-^ n lU) 

k'(£(KonM)/(Klr\M) 

est biinvariante par le premier sous-groupe de congruence d'un sous-groupe para- 
horique de M . Elle l'est déjà par le sous-groupe ouvert compact kK^k^^ n M 
de M, qui ne dépend que de la classe de fc à droite modulo ; de plus, elle- 
même ne dépend que de la classe de fc à gauche modulo A'o n P. Il suffit donc 
de montrer l'assertion pour k appartenant à un système de représentants X de 
{Ko n P) \Ko/ {Ko n K^) ; puisque K^ contient Kq et puisque les images de Kq Ci 
P et de Kq n Kx dans Ko/Kq sont des sous-groupes paraboliques standard de 
Ko /Ko (relativement au parabolique minimal I/Kq et au tore déployé maximal 
To/Kto), on peut supposer que X est également un système de représentants de 

{W n {Ko n P)) \ {W n Ko) / {W n {Ko n k,)). 

Soit donc w G W'i^Ko- D'après le corollaire l3.1UI wKxW^^r\M est un sous-groupe 
parahorique de M ; wK^w^^ n M est alors son premier sous-groupe de congruence, 
ce qui démontre l'assertion cherchée. □ 

On a donc pour tout M, tout P = MU et pour tout / G C, puisque G 
Cm + Go {M) d'après le lemme 15331 et grâce à l'hypothèse de récurrence : 

Indfj Dm (/) = Dm (/^) - Dm (/^) = Indf, Dm (/) , 
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d'où l'on déduit que (/) = D (/). En particulier, D et coïncident sur Cq ; 
comme D* e (G), la proposition 

impose = D. Comme par hypothèse 
D = 0, D est nulle sur C et la deuxième assertion du théorème est montrée pour D 
combinaison linéaire de traces compactes. 

Supposons maintenant D quelconque. Pour tout 7 G F, soit C-y (resp. Cq^j) le 
sous-espace des éléments de C (resp. Cq) à support dans ; on va montrer que 
si D est nulle sur Cq, elle est nulle sur C^. Comme C est somme directe des C-y, la 
seconde assertion s'en déduit. 

Fixons donc 7 G F. On va montrer qu'il existe une distribution D' E 'De, com- 
binaison linéaire de traces compactes, qui coïncide avec D sur ; la deuxième 
assertion du théorème se déduit alors du cas précédent. Si Z? = 0, c'est évident ; 
supposons donc 13 7^ 0, et soit Vtc le sous-espace des éléments de Pdc-, qui sont 
combinaisons linéaires de traces compactes ; ce sous-espace est de dimension finie 
car, d'après ce qui précède, un élément de Ptc est entièrement déterminé par ses 
valeurs sur les fonctions à support dans un 7,?^, avec if D / et 7 normalisant 
K, biinvariantes par , et l'espace de ces fonctions est de dimension finie. Soit 
(_Di, . . . ,Dt) une base de Vtc et ei, . . . , et des éléments de vérifiant Di (ej) = Sij 
pour tous un élément de 'Ddc-, qui est combinaison linéaire de traces com- 
pactes est entièrement défini par ses valeurs sur les e^. D'autre part, soit le 
sous-espace des éléments de Cj annulés par toute distribution trace compacte de 
représentation tempérée ; les éléments de C'^ sont alors annulés par toutes les distri- 
butions traces compactes, donc par tous les éléments de Vc d'après théorème 
0] (si la caractéristique de F est nulle) et ^1 théorème B] (si la caractéristique de 
F est positive ; la démonstration de Kazhdan marche également pour les groupes 

quasi-déployés) et en particulier par D. Posons donc : 

t 

i^' = ^i?(e,)A. 

i=l 

On a. D' = D = sur C", et pour tout i, D' (e^) = D (e^) ; or et les ei engendrent 
Cj, donc D\c^ — -D'Ic,: ce qui achève la démonstration de l'assertion cherchée. 

Montrons maintenant la première assertion du théorème. Soit D £ Vc quel- 
conque ; d'après la proposition 13.261 la distribution D — D est nulle sur Cq. Comme 
la distribution nulle est un élément de "De qui coïncide avec D — D sur Cq, en ap- 
pliquant à nouveau la proposition 13.261 on en déduit que D — D = 0] d'après la 
deuxième assertion du théorème, D — D est alors nulle sur C et le théorème est 
démontré. □ 

□ 
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3.6. Restrictions des distributions à H. Conservons le sous-groupe d'Iwahori 
/ de G fixé précédemment. Soit H = Hi l'algèbre de Hecke des fonctions sur G à 
support compact et biinvariantes par /, et Tio = Tioj le sous-espace des éléments 
de Ti.1 à support dans la réunion des normalisateurs des sous-groupes paralioriques 
de G contenant /; H (resp. Ho) est clairement un sous-espace de C (resp. Cq). On 
va montrer un résultat similaire au théorème précédent pour Ti. et TYq : 

Théorème 3.36. Soit D E "De nulle sur Hq. Alors D est nulle sur H. 

Démonstration. Montrons d'abord la proposition suivante : soit (tt, V) une repré- 
sentation irréductible tempérée de G, I un sous-groupe d'Iwahori de G, et = 
le sous-espace des éléments de V invariants par /. On a : 

Proposition 3.37. Si est réduit à 0, la distribution trc (tt) est nulle sur Ti. 

Démonstration. En effet, d'après jlQj corollaire à la proposition 2.1], on a, pour tout 
/ e (G) : 

P=MU \ ) 

on la somme porte sur l'ensemble des sous-groupes paraboliques standard de G, et 
oii pour tout P = MU, xu est une fonction sur M constante sur les classes modulo 
M^, et en particulier à la fois invariante par conjugaison et biinvariante par tout 
sous-groupe d'Iwahori de M. 

D'autre part, soit Kq le sous-groupe parabolique maximal spécial de G inter- 
venant dans la définition du terme constant ; on supposera qu'il contient /. 

Pour tout sous-groupe de Levi M semi-standard de G, on notera Hm l'algèbre 
de Hecke des fonctions sur M biinvariantes par Im — I C) M ; le lemme 13.91 montre 
que ce sous-groupe est bien un Iwahori de M. 

On a les lemmes suivants : 

Lemme 3.38. Soit f E H, P — MU un sous-groupe parabolique standard de G. 
Alors G Hm + Gq{M). 

Démonstration. En effet, puisque les sous-groupes d'Iwahori de M sont tous con- 
jugués entre eux et par le même raisonnement que dans le lemme 15.351 il suffit de 
montrer que pour tout k G Kq, l'application : 

/ G M I — > ^ vol {k'klglk-^k'-^ n lu) 

k'<^(KonkMk-^)/(KlnkMk-^) 
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est biinvariante par un sous-groupe d'Iwahori de M. Or elle l'est par klk~^, et elle 
ne dépend que de la classe de A: à gauche modulo Kq DP; on peut donc supposer 
que k G Ng (Tq), et le lemme permet alors de conclure. □ 

Corollaire 3.39. Si f eU, on a xuf^ e Ti-M + Co (M). 

Démonstration. En effet, écrivons grâce au lemme précédent = f'+f", f G Hm, 
/" G Co {M). Puisque xu est biinvariante par tout sous-groupe d'Iwahori de M, on 
a Xuf G T^M ; d'autre part, si 7 G M/M^, les restrictions de /" et de xuf" à jM^ 
sont proportionnelles, donc si D est une distribution invariante sur M à support 
dans jM^, puisque D (/") ~ 0, D {xuf") — 0. Si maintenant D est quelconque, on 
peut écrire de manière unique : 

D= Y. 

011 pour tout 7, D-y est à support dans ^M^ ; M /M^ est en général infini mais pour 
tout (j) G {M), tous les (0) sont nuls sauf au plus un nombre fini d'entre eux, 
donc la somme converge. On a alors : 

D{xuf")= E D.ixun^O, 

ce qui démontre le corollaire. □ 

Lemme 3.40. Soit P = MU un sous-groupe parabolique standard de G, Im ^ 
I n M , (tt, V) une représentation irréductible admissible de G. Si est réduit à 
zéro, alors np n'admet aucun vecteur non nul invariant par Im- 

Démonstration. Ce lemme est une conséquence immédiate de théorème 3.3.3]. 

□ 

Revenons à la démonstration de la proposition. Pour tout P = MU, on vérifie 
facilement que si /' G Hm, et si a est une représentation irréductible admissible 
de M et son espace, a (/') est un élément de Vj^' ; si cet espace est réduit à 0, 
on a donc a (/') = 0. Puisque T^/ — 0, on déduit de ce qui précède que si / G Hj, 
I - \ 

tous les tr (5p) 2 mp {xuf^) sont nuls, ce qui impfique trc (tt) (/) = 0. La 

distribution trc (tt) est donc nulle sur Ti. et la proposition est démontrée. □ 

Montrons maintenant le théorème. Pour tout 7 G F, soit Hf l'espace des éléments 
de 7i à support dans jG^ ; on va montrer que si D est nulle sur Ti.Q, elle est nulle sur 
H-f ; comme Ti. est somme directe des Hj, le théorème s'en déduit immédiatement. 
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Puisque Ti-^ C C^, d'après la démonstration du théorème l3.27l il existe un élément 
de Pc qui est combinaison linéaire de traces compactes et qui coïncide avec D sur 
7i^. On pourra donc, ici encore, supposer que D est combinaison linéaire de traces 
compactes. Ecrivons : 

t 

D = ^ A^trc (tTj) , 

i=l 

OÙ les Ai sont des constantes et les tt^ des représentations irréductibles tempérées de 

G. Pour tout î, soit Vi l'espace de tt^ et le sous-espace des vecteurs de Vi invariants 

par / ; d'après la proposition précédente, on peut supposer que tous les V^ sont non 

triviaux. De plus, soit, pour tout i, x-ni 1^ caractère central de tt^ ; puisque tt^ admet 

des vecteurs invariants par /, x-ri est trivial sur Zq 01 = Zq n G^, et on peut donc 

l'étendre à un caractère de G trivial sur G^ ; la distribution : 

t 

qui est combinaison linéaire de traces compactes de représentations irréductibles 
tempérées de G de caractère central trivial, coïncide avec D sur Ti.^ ; on pourra 
donc supposer D — D' . On va montrer que dans ce cas, D est nulle sur Cq ; d'après 
le théorème 13.271 D est alors nulle sur C tout entier, et en particulier sur Tij. 

Soit, pour tout X A, le fixateur connexe de x dans G ; c'est un sous-groupe 
parahorique de G qui contient /. Posons = Kx/K]., et pour tout 7 G Px, 
'^^,7 — I^Kx/K]. ; pour tous i,x,j, considérons la représentation tt/ de Gx,fy 
dont l'espace est le sous-espace des vecteurs de Vi invariants par K^. 

Lemme 3.41. Toute composante irréductible de tt^ admet des vecteurs non nuls 
invariants par le sous-groupe parabolique minimal "^xfi = ^x.o^xfi image de I dans 
Gx- 

Démonstration. Puisque tt^^ est, pour tout 7 normalisant Kx, la restriction à Gx 
de TT^ , il suffit de montrer ce lemme lorsque 7 = 1. Soit p une sous- représentation 
irréductible de nf" ; alors d'une part il existe un sous-groupe parabolique P = MU 
de Gx et une représentation cuspidale cr de M telle que a est contenue dans le 
module de Jacquet pp, et d'autre part, d'après le théorème 5.2 de (dont la 
démonstration de l'assertion d'unicité est valable en caractéristique quelconque), si 
p' est une autre sous-représentation irréductible de tt^^ et si P' = M'U' et a' sont 
définis de la même façon pour p' , alors (M, cr) et (M', a') sont conjugués (dans G). 
En particulier, si M = M^_o et a est la représentation triviale, pp est somme directe 
de copies de cette représentation triviale, donc p admet des vecteurs invariants par 
^x,o, et p' admet des vecteurs non nuls invariants par le sous-groupe parabolique 
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minimal P' de ; or tous les sous-groupes paraboliques minimaux de sont 
conjugués, donc p' admet aussi des vecteurs non nuls invariants par Px.o- 

Il reste donc à montrer que M = M^-^o et cr = 1 conviennent pour au moins 
une sous-représentation irréductible de nf'' . Soit v un élément non nul de V/ C 
V- ^ , si — Wi ® ■ ■ ■ (BWt est une décomposition de ^ °= en sous-À'a;-modules 
irréductibles, écrivons : 

t 

où pour tout j, Vj e Wj. Puisque tt^^"" stabilise chacun des Wj, on a, pour tout h d I 
et tout j, TTi (h) Vj = Vj, donc Vj G V/ ; puisque v est non nul, au moins un des Vj est 
non nul, donc la sous-représentation p de Trf'' d'espace Wj admet des vecteurs non 
nuls invariants par Px.o- Mais alors le module de Jacquet pp^^^ admet des vecteurs 
non nuls invariants par Mx,Oj ce qui achève la démonstration du lemme. □ 

D'après ce lemme, il existe des représentations irréductibles pi, ■ ■ ■ , Ps de 71 
appartenant toutes à la série principale, et des constantes pi, . . . , Hs telles que pour 
tout / G Cx,o à support dans j^Kx, on a : 



i^(/)=^/.,tr(p,)(/). 

Supposons d'abord 7 d'ordre fini dans Alors ^ est fini, donc d'après [111 

proposition 11.25], puisque D est nulle sur Tio, tous les pj sont nuls, donc D est nulle 
sur l'ensemble des éléments de Cx,o à support dans j^Kx- Supposons maintenant 7 
quelconque ; on va en fait se ramener au cas d'un groupe fini. Il existe un entier b 
tel que 7*^ possède des représentants dans Zq ; le sous-groupe 7**^ de est alors 
contenu dans le centre de G^^, donc pour tout j, il existe un caractère Xpj de 
Z tel que pour tout z G Z, pj (7''^) est une homothétie de rapport Xpj {^)- De 
plus, puisque tous les x-Ki sont triviaux, tous les Xpj aussi; on peut alors passer au 
quotient G^^/7''^, qui est fini, et on est ramené au cas précédent. On en déduit que 
D est nulle sur l'ensemble des éléments de C^.o à support dans 7^i^x ; comme ceci 
est vrai pour tout a; G A et tout 7 G F normalisant Kx, D est nulle sur Cq, donc sur 
et le théorème est démontré. □ 
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4. Intégrales orbitales semi-simples 

4.1. Intégrales orbitales semi-simples sur G. On va maintenant s'intéresser 
aux distributions intégrales orbitales semi-simples sur G. Pour tout g ^ G semi- 
simple régulier et tout / G (G), posons : 



Cette intégrale converge et la distribution J (g, •) est invariante ; de plus, si g est 
compact, elle est à support dans l'ensemble des éléments compacts de G. On peut 
donc s'intéresser au sous-espace de Vc engendré par les J {g, •), avec g compact. 

Dans ce qui suit, on s'intéressera uniquement aux J{g,-), g G G^. Soit T'ci 
le sous-espace des éléments de T>c à support dans G^ ; on va décrire, moyennant 
quelques conditions sur G, un système de générateurs de 'E'cilw constitué d'inté- 
grales orbitales semi-simples. 

Soit T un tore de G. C'est le groupe des F-points d'un tore T de G défini sur F, 
et il existe une extension finie E de F telle que T est déployé sur E. On dit que T 
est non ramifié si E peut être choisie non ramifiée ; T sera dit non ramifié maximal 
si T est maximal parmi les tores non ramifiés de G. 

Supposons maintenant que T est un tore non ramifié maximal de G. Soit Kt 
l'unique sous-groupe parahorique de T, son premier sous-groupe de congruence ; 
T = Kt/K]p est alors le groupe des Fg-points d'un tore de même dimension d que 
T et défini sur Fg ; si K est un sous-groupe parahorique de G contenant Kt, en 
posant G = K/K^, T s'identifie à un tore maximal de G. 

Soit g un élément de Kt- Si son image g dans T est un élément régulier de T 
dans G, alors il est clair que g est un élément régulier de T dans G. La réciproque 
est fausse, et il existe même des cas oià T ne contient aucun élément régulier dans G 
(par exemple si G = GI/„ (F), G = GL„ (Fg), avec n > g, et T est le tore diagonal 
de G). On dira que g est non ramifié de réduction régulière si pour tout sous-groupe 
parahorique K àeG contenant Kt, l'image de g dans K/K^ est un élément régulier 



On va supposer que G vérifie la condition suivante : 

(Cl) : Tout tore maximal non ramifié T de G admet au moins un élément non 
ramifié de réduction régulière. 

Cette condition est vraie pour q suffisamment grand. Plus précisément, considé- 
rons le groupe G/Za,d ; on a une décomposition de la forme : 




de K/K^. 



G/Zg^ — G0G1G2 . . . Gt, 
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OÙ Go est un groupe fini et Gi, . . . ,Gt sont les groupes des F-points de groupes 
réductifs simples et connexes Gi , . . . , Gt- Soit i^"'' l'extension non ramifiée maximale 
de F ; pour tout i, soit Gf^ = Gj, {F"-^), hi le nombre de Coxeter de G"'", Tj un tore 
déployé maximal de G-"", Xi = X* (Tj) et Pi le groupe des poids du système des 
coracines de G-"" relativement à Tj. On notera, pour tout i, % le couple composé 
du diagramme de Dynkin de G-"" et de Pi, et T l'ensemble des %. On a le résultat 
suivant : 

Lemme 4.1. Il existe un entier q-r, ne dépendant que de T , tel que si q > q-r, 
tout tore non ramifié maximal de G admet des éléments non ramifiés de réduction 
régulière. 

Démonstration. Quitte à remplacer G par GjZc^d et à le décomposer en produit 
de groupes simples, on peut le supposer simple; on notera alors h = hi, l = h, 
X = Xi, P = P\. Soit T = T{F) un tore non ramifié maximal de G. Supposons 
d'abord T déployé; soit $ = $ {G/T) le système de racines réduit de G relativement 
à T, qui est aussi le système de racines réduit de Gnr relativement au tore déployé 
maximal T„r = T.{Pnr) si K est un sous-groupe parahorique maximal spécial de 
G contenant l'unique parahorique Kt de T, est également le système de racines 
du groupe réductif K relativement à son tore maximal Kt/K^ (un tel système est 
toujours réduit car le groupe est déployé). On va montrer que pour q assez grand, il 
existe ^ G X* (T) tel que pour tout a € {a, ^) n'est pas un multiple de ç — 1 ; si 
X est un élément de O* dont la réduction modulo p est un générateur de F*, ^ (x) 
est alors un élément non ramifié de réduction régulière de T. 

Soit A = {ai, . . . , a„} un ensemble de racines simples de $ ; considérons l'appli- 
cation (p de X^ (T) dans N" définie par : 

0:^1 — > ((ai,C),...,(a„,Ç)); 

cette application est injective et son image est un sous-groupe d'indice [P : X] de 
Z". Soit Q!M la plus grande racine de $ ; écrivons-la : 

i 

Pour tout ^ e X* (T) d'image (ai, ... , a„) par ^, posons : 

n 

qç = '^ Citti + 1, 
1=1 

et soit qr le minimum des q^, avec ^ tel que pour tout i, a, > 1. Soit un élément 
de X* (T) vérifiant cette condition et tel que q^^ = qr si q — 1 > qr, pour toute 
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racine positive a, on a (a, ^7-) G {1, . . . , ç — 2}, qui ne contient aucun multiple de 
g — 1 par hypothèse, et l'assertion du Icmme est démontrée. 

Supposons maintenant T = T_ (F) quelconque, et toujours q > qr ] soit E une ex- 
tension non ramifiée de F telle que T (E) est déployé, k = [E : F], et a \e générateur 
de Gai [E / F) dont la réduction sur les corps résiduels est le Frobenius x ^ x'' . Soit 
$ le système de racines de G_{E) relativement à 2^{E), et A = {ai,...,a„} un 
ensemble de racines simples de $, et soit ^7- e X^, (T(iJ)) construit de la même 
façon que dans le cas déployé ; considérons l'élément suivant : 

k-l 

C'est une application de E* dans T_{E), stable par Ga\{E/F) donc à valeurs dans 
T; d'autre part, puisque pour tous i, j, on a : 

{ai^a^ir) ^ q^ {cr~^ai,^T), 
on en déduit que l'on a, pour tout j et toute a e $ positive : 

0<{a,a^CT) <qHq-l), 

d'où : 

fc-i 

0< (a,C') <E9M'?-1)= / -1- 

3=0 

Si X est un élément de l'anneau des entiers Oe de E dont la réduction modulo 
l'idéal maximal est un générateur de F*^, l'élément ^' (x) de T est alors non 
ramifié de réduction régulière dans G (E) , donc a fortiori dans G et le lemme est 
démontré. □ 

On calculera explicitement les valeurs de en fonction de T dans le paragraphe 

On va maintenant montrer le théorème : 

Théorème 4.2. - Si g est un élément non ramifié de réduction régulière d'un 
tore non ramifié maximal T de G, la restriction à Ti. de la distribution J {g, ■) 
ne dépend que de la classe de conjugaison de T dans G. 
- Supposons que G vérifie (Cl). Soit R un système de représentants des classes 
de conjugaison de tores non ramifiés maximaux de G, et pour tout T £ R, soit 
gx un élément non ramifié de réduction régulière de T. Si le diagramme de 
Dynkin de G ne contient aucune composante connexe de type E^ ou Eg, alors 
les distributions J (g^, •) 1^^; engendrent I?c,i|w, et en constituent une base si G 
est déployé sur F. 
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Démonstration. D'après le théorème l3.36l on peut remplacer 7i par Ti.Q dans l'énoncé 
ci-dessus ; de plus, pour tout élément non ramifié de réduction régulière g d'un tore 
non ramifié maximal T de G, on a g G G^, donc la distribution J (g, •) est un élément 
de î'ci, dont la restriction à Ho ne dépend que de sa valeur sur le sous-espace Hq 
des éléments de Ho à support dans G^. 

Soit A la facette de B fixée par / ; Hq est somme, pour x décrivant A, des 
sous-espaces H'q ^ des éléments de H'q à support dans le fixateur connexe de 
X. Si, comme dans la démonstration du théorème 13. 361 on note = K^/K^ et 
Po.x = ^1^x1 alors fo.x est un sous-groupe parabolique minimal de Gx et H'o ^ 
s'identifie à l'espace des fonctions sur G^; biinvariantcs par Pq^j; ; de plus, si T est 
un tore non ramifié maximal de G tel que Kt C Kx, g un élément non ramifié de 
réduction régulière de T et Gg un système de représentants de G modulo Zq (g) à 
gauche et à droite ; on a, pour tout / G H'o ^ ■ 



Les seuls termes non nuls de la somme ci-dessus sont ceux correspondant aux h tels 
que h^^gh G ; de plus, on a le lemme suivant : 

Lemme 4.3. Soit h E G tel que h^^gh G ; alors h^^Kxh C K^. 

Démonstration. En effet, supposons d'abord T déployé ; T est alors un tore déployé 
maximal de G, et puisque C K^, l'appartement A' de B associé à T contient x. 
D'après (H lemme 2.5.8], il existe h' G G^ tel que h' A = A' et que h' fixe An A' 
point par point ; on a donc en particulier h'x = x. On en déduit que h' G et que 
h'~^Th' — To; on peut donc supposer T — To. De plus, puisque g est régulier dans 
To et fixe hx, d'après |23l 3.6.1], hx £ A \ on en déduit que h~^KToh C Kx, ce qui 
démontre l'assertion du lemme. 

Supposons maintenant T quelconque, et soit E une extension finie non ramifiée 
de F telle que Te — T (E) est déployé. Te est un tore non ramifié maximal déployé, 
donc un tore déployé maximal, de Ge — G (E) ; de plus, si Be est l'immeuble de 
Ge, b s'identifie canoniquement à l'ensemble des points de Be fixés par Gai (E/F). 
Si g est régulier dans T, il l'est aussi dans Te, donc d'après ce qui précède, h~^KTEh 
est contenu dans le fixateur connexe Kx,e de x dans Ge- En considérant les inter- 
sections avec G de ces deux groupes, on obtient h^^Krh C et le lemme est 
démontré. □ 

Corollaire 4.4. h^^gh est un élément semi-simple régulier de Gx. 



J {g, /) = ^ vol {Zl {g) \Z% (g) hKx) / / {k-'h-^ghk) dk. 



hëGg 
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Démonstration. En effet, h~^KTh C d'après le lemme précédent, et h^^gh est 
un élément régulier du tore maximal h^^Kxh de Qx- D 

D'après ce corollaire, la restriction de J (g, •) à TL'q ^ s'identifie à une somme de 
distributions intégrales orbitales d'éléments semi-simples réguliers de Gx- On va 
donc considérer les intégrales orbitales d'éléments semi-simples réguliers sur des 
groupes réductifs finis. 

On va ainsi montrer un résultat analogue à celui du théorème, mais concernant 
les groupes finis. Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps fini Fg, et 
soit F une application de Frobenius de G dans lui-même, c'est-à-dire un morphisme 
bijectif de G dans lui-même tel qu'il existe des entiers k,l > tels que F*^ est le 
morphisme induit par l'application x ^-^ x'' de Fg dans lui-même. Soit G — G 
l'ensemble des points de G stables par F ; G est un groupe réductif connexe et fini. 

Soit L l'application de Lang de G dans lui-même définie par : 

L : g ^ g-'F (g) . 

D'après |15l corollaire au théorème 1], pour tout sous-groupe fermé connexe H de 
G, L (H) = H; en particulier, L est surjective. 

Soit B = TU un sous-groupe de Borel de G, avec T est stable par F (B lui-même 
pouvant ne pas l'être). Posons X = L^^ (U) ; c'est une variété algébrique affine, 
stable par multiplication à gauche par G et par multiplication à droite par T = : 
en effet, pour x G X, g G G et t G T, on a : 

L (gxt) = t^^x^^g^^gF (x) t = t^^L (x) t G U. 

Le groupe G x T peut donc être assimilé à un groupe fini d'automorphismes de X ; 
pour tout (g, t) G G x T, on peut alors définir le nombre de Lefschetz C (^{g, t) , X^ 
comme dans .5, 7.f.4]. 

Pour tout caractère 9 de T, soit Rj^g le caractère de Deligne-Lusztig de G dans 
C associé à T, défini par : 

Rr_,:g^^T.ntr'c{ig,t),x); 

d'après |3 proposition 7.3.6], cette application ne dépend que de T et pas de B. 

Soit JiiQ l'algèbre de Hecke des fonctions sur G biinvariantes par un sous-groupe 
parabolique minimal Pq de G fixé ; on a : 

Proposition 4.5. - Si g est un élément régulier d'un tore maximal T de G, la 
restriction à Hg de la distribution Ig ne dépend que de la classe de conjugaison 
de T dans G. 
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- Soit Rg, un système de représentants des classes de conjugaison de tore maxi- 
maux de G ; supposons que pour tout T G Rg, H existe un élément régulier gj 
dans T. Si le diagramme de Dynkin de G ne contient aucune composante con- 
nexe de type Ei ou Es, alors les distributions IgTlwc engendrent l'espace des 
distributions invariantes sur Tic,, et en constituent une base si G est déployé. 

Démonstration. La démonstration de cette proposition fera l'objet de la section 
suivante. □ 

Revenons à la démonstration du théorème. Puisque pour g £ G semi-simple 
régulier, J {g, •) ne dépend que de la classe de conjugaison de g, il suffit, pour 
montrer la première assertion, de vérifier que si T est un tore non ramifié maximal 
de G et si g, g' sont deux éléments non ramifiés de réduction régulière de T, alors 
J {g, ■) et J {g' ,■) coïncident sur H'q. Puisque le sous-groupe parahorique Kt de T 
est un sous-groupe compact de G^ , il est contenu dans un sous-groupe parahorique 
maximal de G, donc il fixe au moins un point de B ; soit donc At une facette de B 
de dimension maximale parmi celles fixées par Kt, et K le sous-groupe parahorique 
correspondant. Quitte à conjuguer T, on peut supposer que K contient /. Pour tout 
X ë At, si Kx est le fixateur connexe de x, on a Kt C K^ ; Kt/KI^ est alors un tore 
maximal de G^ — Kx/K^, et en appliquant la première assertion de la proposition 
14.51 à Ga;, g et g', en posant, pour tout / e (G) : 

J. (ff, /) = Jk^ (5, /) = / / (k-'gk) dk 

et de même pour g', les distributions {g, •) et Jx {g', •) coïncident sur l'espace Hq x 
des fonctions sur Kx biinvariantes par /. De plus, si / est un élément de Tip dont 
le support est disjoint de Kx, on a clairement Jx {g, /) — Jx {g', /) = ; Jx {g, •) et 
Jx {g', •) coïncident donc sur TÙ'q. 

Soit maintenant A la chambre de B fixée par I, x € A et Gg un système de 
représentants de G modulo Zq (g) à gauche et Kx à droite ; on a, pour tout / G 
T^o.x '■ 

J {g, f )=Yl i^G (ff) \Z"g (g) hKx) j f (k-'h-'ghk) dk 
(2) = E vol{Z%{g)\Z%{g)hKx) j f {k'^h-^ ghk) dk 



E 



vol {Z% [g) \Z% [g) hKx) {h-^gh, /) , 



où A/^-iTh est la face de A de dimension maximale parmi celles fixées par K/^-ith 



s'il en existe, et A^-ith = sinon ; d'après le lemme lOl x G Af^-iTh si et seulement 
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si h^^gh G K^. On a une décomposition similaire pour J {g' , f) ; de plus, on a le 
lemme suivant : 

Lemme 4.6. On a Zq (g) = {g'), et pour tout h G Gg, h~^gh G si et 
seulement si h^^g'h G K^- 

Démonstration. Puisque g et g' sont réguliers dans T, on a : 

Z°G{9) = Z'GiT) = Z"a{9')- 

De plus, soit h E Gg tel que h^^gh G ; d'après le lemme l^TSl h^^Rrh C K^, donc 
h~^g'h G iiTa;- Puisque d'après la première assertion, on peut supposer Gg' = Gg, 
l'autre implication est symétrique. □ 

D'après ce lemme et ce qui précède, on a : 

Y, vol {Z% {g) \Z% (g) hK,) .h {h-'gh, /) 

vol{Z%{g')\Z%{g')hK:)J.,{h-'g'hj), 

autrement dit J (5, f) — J [g' , /), pour tout / G TYq x- Comme ceci est vrai pour tout 
X G A, J {g, ■) et J {g' coïncident sur j et la première assertion du théorème 
est démontrée. 

Montrons maintenant la seconde. Supposons donc que G vérifie (Cl), et que son 
diagramme de Dynkin ne contient aucune composante de type Ei ou Eg, ; soit R un 
système de représentants des classes de conjugaison de tores non ramifies maximaux 
de G, et pour tout T E R, soit gx un élément non ramifié de réduction régulière de 
T, Kt l'unique sous-groupe parahorique de T et T = Kt / K)p. Soit D G î?c,i ; on va 
montrer que la restriction à D est combinaison linéaire de celles des J {gx, •)■ 

Soit K un sous-groupe parahorique de G contenant /, et G = K/K^. D'après la 
proposition si Rk est un ensemble de représentants des classes de conjugaison 
de tores maximaux de G, il existe des constantes At, TT G Rk, telles que pour toute 
fonction / sur G à support dans K et biinvariante par /, on a : 

où pour tout T, gj est un élément régulier de T ; de plus, si K' est un sous-groupe 
parahorique de G contenant K, et si G' = K' / K'^ , G s'identifie à un sous-groupe de 
Levi du sous-groupe parabolique P image de K dans G', et on a le lemme suivant : 
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Lemme 4.7. Pour tout T' e Rk' et pour toute fonction f sur G à support dans K 
et biinvariante par I, on a : 

Jk' {9t'J) = card {N^, (T')) Ç .^.^ (iV^ (T)) ' 
la somme portant sur l'ensemble des T e Rk conjugués à T' dans G'. 

Démonstration. En cfFct, soit Rk,t cet ensemble. Puisque çt' est régulier dans T', 
il l'est aussi dans T, donc pour tout h G G', h~^gfh appartient à au plus un élément 
de Rk,t ; on en déduit : 

Jk' {9t'J)= E /(^"V'/i) 

= ^ E E /-rv/^,/) 

1 ■r-^ ■^-^ card (G) 



card (G) ^ ^ cardfA^GCT)) 

= card(^.,(T')) E eard(i^.(T)) ^-(^-'^)' 
ce qui démontre le lemme. □ 
D'après ce lemme, on a pour tous K, K' , f : 

D{f)= E ^tJk{9tJ) 
TeRK 

On en déduit que l'on peut supposer, pour tous K,K' et tout T G Rk, si T' est 

l'unique élément de Rk' tel que T e Rk,t '■ 

^ _ card(jVG> (T)) , 

card(ArG(T)) ^"'^ 

Pour tout tore non ramifié maximal T de G, tel qu'il existe un sous-groupe para- 
horique de G contenant / et Kt, si T est l'image de T dans G = K/K^, posons : 

/iT = card {Nq (T)) At; 

on déduit de ce qui précède que ij.t ne dépend que de T et pas du choix de K. 

Soit d le plus petit entier vérifiant la propriété suivante : il existe une face B de 
A de dimension d et un tore non ramifié maximal T de G tels que Kt C Kb, où 
Kb est le fixateur connexe de B, et que /xt 7^ ; si une telle face n'existe pas, on 
pose d = —1. On va montrer l'assertion cherchée par récurrence sur d. 
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Si d = —1, la restriction de D k TCq est nulle, donc D est nulle sur H d'après le 
théorème 13.361 et l'assertion est triviale. Supposons donc d > 0, et soit Ai,. . . ,As 
les faces de A de dimension d; pour tout j, soit Ti.Aj l'espace des fonctions sur 
Kj — biinvariantes par /. D'après ce qui précède, pour tout j G {1, . . . , s} et 
tout / G , on a : 

OÙ Raj.cU est un ensemble de représentants des classes de conjugaison de tores 
maximaux elliptiques de G j — Kj / Kj . 

Si T et T' sont deux tores de G conjugués entre eux, alors Kt et Kt' le sont 
également, de même que Kl^ et K^, ; G agit donc par conjugaison sur l'ensemble 
des tores finis Kt/K^, où T est un tore de G. Montrons d'abord le Icmme suivant : 

Lemme 4.8. Soit G {f,...,s}, soit T G RAj.eii et T' G Ra^lcU', supposons 
T et T' conjugués par h £ G. Alors Kj et Kjr sont associés; de plus, si j — j' , h 
normalise Gj. 

Démonstration. Soit h € G tel que h~^Th = T' ; on a alors, si T est un tore de G 
tel que T Kt/K^ : 

Kt C KjUhKj,h-\ 

On en déduit que Kt fixe à la fois Aj et hAji . 

Soit A' un appartement de B contenant Aj et hAji et Tq le tore déployé maximal 
de G associé à A' ; posons {M, Km) = kq (Kj^Tq), {M',Km') = (^KhA^, ,Tq^ . 
Alors T est un tore elliptique à la fois de M et de M' ; or puisque M et M' sont 
tous deux semi-standard relativement à Tq, leur intersection est un sous-groupe de 
Levi à la fois de M et de M' ; comme elle contient T, on en déduit que M M' . De 
plus. Km et Km' sont deux sous-groupes parahoriques maximaux de M contenant 
Kt ; puisque T est elliptique dans Km / K\j = Gj , ils sont égaux, ce qui montre 
d'une part que Kj et Kji sont associés, et d'autre part, si j = j' , que h normalise 
M et Km, et le lemme est démontré. □ 

Revenons à la démonstration du théorème. Par le même raisonnement que dans 
le lemme 13.201 si Kj et Kj/ sont associés et si est un isomorphisme entre TCaj 
et Haj, obtenu en les identifiant tous deux à l'espace des fonctions sur Gj = Gj' 
biinvariantes par le parabolique minimal image de /, on a I? (0 (/)) — D (/) pour 
tout / G Ti-Aj- En particulier, pour tout j, si h normalise Gj, on a : 
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si T et T' sont deux éléments de RAj,eii conjugués dans G, on peut donc supposer 
At = At' . 

Si maintenant T et T' sont deux tores non ramifiés maximaux de G conjugués 
entre eux et tels qu'il existe j, j' tels que T — Kt/K\ et T' = Kt' / K^, sont des 
tores elliptiques maximaux respectivement de Gj et Gj', d'après le lemme précédent, 
Kj et Kji sont associés, et on déduit de ce qui précède que 1' on a encore Xf — Xf , 
d'oià, puisque Gj et Gj' sont isomorphes, fir = Mt' ; ^J'T ne dépend donc que de la 
classe de conjugaison de T dans G, et on a, pour tout j et pour tout / G Ti-Aj ■ 

où RAj,eii,T est l'ensemble des éléments de RAj,eU conjugués à T, et où est 
l'ensemble des T e iî tel que RAj.eii.T est non vide pour au moins un j. 

De plus, pour tout T G iî, en remplaçant D par J {gr, •) où (Jt est un élément 
non ramifié de réduction régulière de T, on obtient, pour tout / G Ti-A,, en utilisant 

m. 

OÙ Ut est une constante non nulle. La distribution : 

TeRa 

est alors nulle sur tous les Ti.Aj ■ Par hypothèse de récurrence, D' est combinaison 
linéaire d'intégrales orbitales de la forme J {gr, •), T G iî ; c'est donc également le 
cas de D et l'assertion cherchée est démontrée. 

Supposons maintenant G déployé; on va montrer que les J {gr^ ■)t T ^ R sont 
linéairement indépendantes. Supposons que l'on a une relation de la forme : 

^ ctJ (gr,-) = 0, 

avec au moins un des ct non nul. Soit d le plus grand entier tel qu'il existe au 
moins un T G Rd tel que ^ 0, soit Ai, . . . , Ag les faces de A de dimension d et 
Kl, . . . , Kg les parahoriques de G correspondants. Alors pour tout j, en conservant 
les notations précédentes, on a, d'après ce qui précède : 



card (A^G, (T")) 



Or puisque G est déployé, Gj = Kj/Kj l'est aussi, donc d'après la proposition 
14.51 les Jkj {gj",-) sont linéairement indépendantes; l'égalité ci-dessus n'est alors 
possible que si pour tout T tel que RAj,eU,T est non vide, ct = 0. Comme ceci est 
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vrai pour tout j, on en déduit que pour tout T G Rd, ct — 0, ce qui contredit 
la définition de d: on en conclut que tous les ct sont nuls et que les J [qt, •) sont 
linéairement indépendantes. □ 

4.2. Démonstration de la proposition. On va maintenant démontrer la propo- 
sition ^3] La première assertion se déduit immédiatement du lemme suivant : 

Lemme 4.9. Soit T un tore maximal de G, g un élément régulier de T. Pour tout 
f G Hg, on a : 

où T est l'unique tore maximal de G contenant T. 
Démonstration. En effet, on a, d'après 5,, proposition 7.5.5] : 

!.(/) = ^ ^ E ^î'E^c^r'fe'/)' 

card {Zg (g)) card (^Zg (g) H Gj^ T'9g|F(T')=T' e 

où pour tout t', Et est défini comme dans 5 , 6.5] et vaut ±1, et où pour a entier, 
Op est la plus grande puissance de p divisant a. Or puisque g est régulier dans T, T 
est à la fois le centralisateur de g dans G et le seul tore maximal de G le contenant ; 
de plus, puisque T est un tore de G, son cardinal n'est pas multiple de p. L'égalité 
ci-dessus se réduit donc à : 

Soit 9 un caractère non trivial de T ; on va montrer que (iÎT,e, /) = pour tout / G 
Ti-G, ce qui montrera le lemme. Pour cela, soit Tq un tore maximal de G contenu dans 
Pq, donc contenant un tore déployé maximal de G, et soit Tq le tore maximal de G 
contenant Tq. Les couples (Tq, 1) et (T, 9) ne sont pas géométriquement conjugués ; 
si X est un caractère irréductible de G tel que {Rj^e, x)g ^ 0, on a alors {Rj^,!, x)g — 
d'après [S] théorème 7.3.8], d'où, par [S] proposition 7.2.4], (Indp^ 1,x)g = 0. Or 
d'après ^2 proposition 11.25], cela implique (x, /}g — pour tout / G Hg ; on en 
déduit l'assertion cherchée. □ 

Pour montrer la deuxième assertion de la proposition, il suffit, d'après le lemme 
14.91 de montrer que les restrictions à Hg des distributions {Rt.i, ■)g, où T décrit un 
système de représentants des classes de conjugaison de tores maximaux de G, sont 
linéairement indépendantes. 

Montrons d'abord que l'on peut supposer G simple et adjoint. Soit Z le centre 
de G, et Z*^ sa composante neutre; en posant Z'^ = Z"^, on a ZP C Pq, donc Hg 
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est canoniquement isomorphe à l'algèbre de Hecke de G/Z", et pour tout x G G, si 
X est l'image de x dans G/Z*^, on a pour tout / G Tic ■ 



De plus, l'application T i— > T/ZP est une bijection canonique entre les tores maxi- 
maux de G et ceux de G/Z*^, et deux tores maximaux sont conjugués si et seulement 
si leurs images sont conjuguées. Enfin on a le lemme suivant : 

Lemme 4.10. Le sous-groupe des points fixés par F de G/Z*^ est canoniquement 
isomorphe à G/ZP. 

Démonstration. Ce lemme est une conséquence immédiate de 1.17]. □ 

D'après ce lemme et ce qui précède, la proposition est donc vraie pour G si et 
seulement si elle est vraie pour G/Z", et on peut supposer que TP est trivial ; G est 
alors semi-simple. 

Montrons maintenant que l'on peut supposer Z trivial. Par le même raisonnement 
que précédemment, d'une part la proposition est vraie pour G si et seulement si elle 
est vraie pour G/Z, et d'autre part, on a une injection canonique de G/Z dans 
(G/Z)^, qui cette fois n'est plus surjective, mais dont l'image est un sous-groupe 
normal de (G/Z)^ ; de plus, l'ensemble des classes de (G/Z)^ modulo G/Z est 
indexé par Z/L (Z) (Z) est un groupe car Z est abélien). Ceci reste vrai en 
remplaçant G par n'importe lequel de ses sous-groupes fermés F-stables contenant 
Z, et en particulier par un tore maximal T ; on en déduit en particulier d'une part 
une bijection canonique entre les tores maximaux de G/Z et ceux de (G/Z)^, et 
d'autre part, puisque (T/Z)^ rencontre toutes les classes de (G/Z)^ modulo G/Z, 
que deux tores maximaux de G/Z sont conjugués dans (G/Z)^ si et seulement si ils 
le sont dans G/Z. On a donc une bijection canonique entre les classes de conjugaison 
de tores maximaux de G/Z et celles de (G/Z)^. 

Soit maintenant Pq un sous- groupe parabolique minimal de (G/Z)^. C'est le 
groupe des points fixes par F d'un sous-groupe de Borel F-stable de G/Z, donc 
d'après ce qui précède, Pq H (G/Z) est un sous-groupe normal d'indice [Z : L (Z)] 
de Po ; on en déduit que les algèbres de Hecke H ^(G/Z)^^ et H (G/Z), constituées 
des fonctions biinvariantes respectivement par Pq et Pq H (G/Z), sont canonique- 
ment isomorphes. D'autre part, les espaces des restrictions à ces deux algèbres des 
distributions invariantes sur les groupes respectifs sont également canoniquement 
isomorphes : en effet, considérons la représentation tt = Indp^''^^ 1. D'après (111 
11.25], l'espace des restrictions à H (G/Z) des distributions invariantes sur G/Z est 
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engendré par les traces des sous-représentations de tt ; on a également une assertion 
similaire pour (G/Z)^ et tt' définie de façon similaire à tt. D'autre part, d'après 
1.17] appliqué à G et Pq, les éléments de l'espace V de tt sont les restrictions à 
G/Z des éléments de l'espace V' de tt', et l'application restriction est bijective ; de 
plus, si W est un sous-espace irréductible de V et W son image dans V, W est 
stable par tt, et somme de sous-espaces irréductibles sur lesquels G/Z agit par des 
représentations toutes conjuguées entre elles par des éléments de (T/Z)^ ; puisque 
Ti (G/Z) est invariante par conjugaison par ce groupe, toutes ces représentations 
ont même trace sur Ti. (G/Z), ce qui démontre l'assertion cherchée. 

Enfin, si x est un élément semi-simple régulier de G/Z et si / G ((G/Z)^ ) , on 



la proposition est donc vraie pour G/Z, et donc pour G, si et seulement si elle 
est vraie pour (G/Z)^, et donc on peut, quitte à remplacer G par G/Z, supposer 
Z trivial, c'est-à-dire G adjoint. Enfin, on peut supposer G simple par le même 
raisonnement que dans 12.1]. 

Soit W le groupe de Weyl de G relativement à Tq. Puisque Tg est stable par F, F 
agit sur W ; on dit que deux éléments w, w' de W sont F-conjugués s'il existe x Ç: W 
tel que w' — x^^wF (x). La F-conjugaison est clairement une relation d'équivalence 
sur W ; de plus, d'après |3 proposition 3.3.3], il existe une bijection canonique entre 
les classes de conjugaison de tores maximaux de G et les classes de F-conjugaison 
de W. Soit W un système de représentants de ces classes; pour tout w G W, on 
fixera un tore maximal de G tel que appartient à la classe correspondant à 
w. 

Si G est déployé, l'action de F sur W est triviale, et les classes de F-conjugaison 
de W sont les classes de conjugaison ordinaires. Pour tout caractère irréductible (f> 
de W, posons alors : 



Si G n'est pas déployé, soit Wi le groupe fini d'endomorphismes de Tp engendré 
par W et F, et posons pour tout caractère irréductible (f) de Wi : 



a : 



S' 






Puisque l'on a également pour tout w G W : 
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si G est déployé, et : 



sinon, l'espace engendré par les est le même que celui engendré par les ^t^,i ; 
on va donc montrer que les restrictions à TLg des {R(j,, ■)g engendrent l'espace des 
distributions sur Hg, et en constituent une base si G est déployé. 

Pour cela, considérons les caractères irréductibles unipotents de G, c'est-à-dire 
ceux qui interviennent comme composantes irréductibles des Rf .1. Lusztig f jl8|'l les 
classe en familles de la manière suivante : les familles sont les plus petites parties de 
l'ensemble des caractères unipotents de G telles que si x et x' sont deux caractères 
intervenant comme composantes de iî^, pour (p donné, ils sont dans une même 
famille, ou encore : deux caractères unipotents x et x' de G sont dans une même 
famille si et seulement si il existe une suite x = XojXi? • • • jXr = x' de caractères 
unipotents et des caractères irréductibles çii , . . . , çi^ de tels que pour tout i, Xi-i 
et Xi interviennent tous deux dans R^^ . 

Supposons d'abord G déployé. D'après (5! propositions 10.1.2 et 10.11.2], il ex- 
iste une bijection 4> ^ X4> entre les caractères irréductibles de W et ceux de G 
intervenant dans la série principale. Considérons donc la matrice indexée par les 
caractères irréductibles de W suivante : 



Puisque les (x^, •)g forment une base de l'espace des distributions sur Hg, il suffit 
de montrer que cette matrice est inversible. 

Soit une famille de caractères unipotents. D'après [SI 12.3], on peut lui attacher 
un groupe fini P = P (JT), qui est soit (Z/2Z)", n > 0, soit le groupe symétrique Sn, 
n = 3, 4, 5, et qui vérifie la propriété suivante : fixons un ensemble de représentants R 
des classes de conjugaison de P. Soit AI (P) l'ensemble des couples {x, a), oùx Ret 
a est un caractère irréductible de {x) ; il existe alors une bijection (x, a) t-^ X{x.<t) 
entre M (P) et T telle que pour tout {x, a) G M (P) et tout caractère irréductible 
(f> de W, si (y, t) est l'élément de Af (P) tel que x^ = X(y.T)^ {R<i>iX(x.<j))G vaut : 



En particulier, les {(a;, fi) , (x, cr)} sont non nuls, donc pour tout ç!), x^ intervient 
dans R^ ; on en déduit que si 0, (f)' sont tels que X4> et X4>' ne sont pas dans la même 
famille, (iî^, X0')g = 0. La matrice est donc (en ordonnant convenablement les 



Mg = ((iÎ0,X0')G)^,0/ ■ 



{(a;,cr),(2/,T)} 



1 





card {Zy- {x)) card (Zr {y)) 



g^T.xgyg ^=gyg 
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4>) diagonale par blocs, chaque bloc étant constitué des termes d'indice (0, 4>') tels 
que X4> 6t x<t>' appartiennent à une famille donnée ; le bloc de correspondant à 
T est constitué des {{x, a) , {y, r)}, où {x, a) G M (F {T)) est tel qu'il existe un (p 
tel que X4> — Xix.a-): et de même pour (y, r). Il suffit donc de vérifier que chacun de 
ces blocs est inversible ; pour cela, il faut considérer séparément les différents cas 
possibles. 

Si maintenant G n'est pas déployé, on obtient une matrice : 



qui n'est plus forcément une matrice carrée ; ici, les blocs à considérer sont composés 
des termes d'indice (Rr/nX) tels que les x sont les caractères de la série principale 
appartenant à une famille donnée et les iî^ sont ceux dans lesquels les x intervi- 
ennent ; il suffit de vérifier pour chacun de ces blocs que, si r est le cardinal de 
l'ensemble des x de la série principale contenus dans la famille correspondante, le 
bloc est de rang r. Là aussi, il faut considérer séparément les différents cas possibles. 

Supposons d'abord G de type An,n> 1. Alors d'après |0 13.9], toutes les familles 
de caractères unipotents sont des singletons, et le groupe qui leur est attaché est 
{1} ; la matrice Mq est alors une matrice diagonale dont les termes diagonaux valent 
{(1, 1) , (1, 1)} — 1 ; c'est donc la matrice identité, qui est inversible. 

Supposons ensuite G de type ti > 1. Alors d'après [â, 13.9], toutes les familles 
de caractères unipotents sont également des singletons, et si x est un caractère 
unipotent, s'il appartient à la série principale, il existe un (j) tel que = x et le 
bloc correspondant vaut {1} ; si x n'est pas dans la série principale, le bloc est vide. 
Ce bloc est donc toujours de même rang que le nombre de caractères de la série 
principale contenus dans la famille, ce qui montre l'assertion cherchée. 

Supposons maintenant G de type i?„ ou C„, n > 2. D'après iSj 13.9], les caractères 
unipotents de G sont alors en bijection avec les symboles de la forme suivante : 



où a — 6 est impair et positif, les suites (Ai) et (/i^) sont des suites strictement 
croissantes d'entiers naturels, (Ai,^i) ^ (0,0), et on a : 



où pour a; G M, [x] représente la partie entière de x ; le membre de gauche de l'égalité 
ci-dessus est appelé le rang du symbole. Parmi ces symboles, ceux correspondant à 
des caractères de la série principale sont ceux tels que a — b = 1. 



Mg = {{R^,x)g) 
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Soit I ^' ^' ' " j et I 1' 2' ' " ] deux symboles de rang n; ils 

correspondent à deux caractères de la même famille si et seulement si les multi- 
ensembles {Ai, . . . , Ao,/ii, . . . et {A'^, . . . , A^,, /u'^, . . . , /U^,} sont égaux. Si un 
élément apparaît dans les deux lignes d'un symbole, il apparaîtra également dans 
les deux lignes de tous les symboles de la même famille ; pour une famille donnée, si 
Z est l'ensemble des entiers apparaissant exactement une fois dans les symboles de 
la famille, et si son cardinal est 2z + l, lesdits symboles sont alors en bijection avec 
les parties de Z de cardinal congru à z modulo 2 (l'image d'un symbole étant alors 
l'ensemble des éléments de Z se trouvant sur sa ligne du haut si a — 6 est congru à 
3 modulo 4 et sur sa ligne du bas sinon), et ceux correspondant à des caractères de 
la série principale sont en bijection avec les parties de Z de cardinal exactement z. 

Fixons une famille de symboles. Elle contient un unique symbole spécial ; c'est 
celui pour lequel on a a — 6 = 1 et : 

Al < Ml < A2 < • • • < /Ufc < Aa- 

La partie de Z image de ce symbole par la bijection ci-dessus est l'ensemble des 
fii différents à la fois de Aj et de Aj+i ; posons également Z* = Z — Z^. 

Soit un symbole de .F, et soit M c Z son image par la bijection ci-dessus. Posons : 

M* = (MUZ^) - (Mnz,). 

Le cardinal de M# est pair ; de plus, on a : 

M = {M* U Z,) - {M* n Z,) . 

L'application M M* est donc une bijection entre les parties de Z de cardinal 
congru à z modulo 2 et les parties de Z de cardinal pair ; de plus, les parties M de 
Z de cardinal z sont en bijection avec les parties M* de Z telles que M# n Z* et 
M# n z* sont de même cardinal. 

Soit donc V l'ensemble des parties de Z de cardinal pair. Si M# et sont deux 
éléments de V, leur différence symétrique est encore un élément de F ; de plus, cette 
différence définit une loi de groupe sur V, pour laquelle V est isomorphe à (F2)^^. 
Considérons la forme alternée sur V définie par : 

{M* , N*) = caïd {M* n N*) mod 2. 

Ecrivons Z = {2:0, ■ ■ ■ ,Z2z} et posons, pour 1 < i < 2z : 

fi = {Zo, ■ ■■,Zi} 
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si i est impair, et : 

fi = {ZO, ■ ■ ■ , Zi-2, Zi} 

si i est pair. Alors (/i, . . . , f2z) est une base de V, pour laquelle la matrice de la 
forme alternée (•, •) est la matrice diagonale par blocs dont tous les blocs diagonaux 

(o l\ 

sont I . Soit r (resp. F') le sous-groupe de V engendré par les fi, i impair 

(resp. i pair). Pour tout g' G V non nul, l'application linéaire (—1)^^''^ de F dans C 
est non nulle; V est donc canoniquement isomorphe à F*. De plus, puisque F est 
abélien, on a M (F) = F x F* ; M (F) est donc en bijection canonique avec V. Enfin, 
soit M^^N"^ e V, et soit {x,a) et (î/,t) les éléments correspondants de M (F) ; on 
a : 

{(X, a) , {y, t)) = la {y) r (x) = ^ (_i)(-',i/>+(«'.-> , 

où x' et y' sont les cléments de F correspondant respectivement k a et t. De plus, 
on a, puisque F = F^ et F' = F'^ pour (•, •) : 

{x', y) + {y', x) = {x + x', y + y') = {M*,N*), 



d'où 



{(x,a),(y,r)} = l(-ir<^*"^*) 



Il suffit donc de montrer que la matrice suivante : 

M = f (_i)^^>^d(M#niv*)\ 

Jm#,n# 

où M* et -/V# décrivent l'ensemble E des parties de Z dont les intersections avec 
et avec Z* sont de même cardinal, est inversible. On va en fait montrer le lemme 
un peu plus général suivant que l'on appliquera à la transposée de M. : 

Lemme 4.11. Soit z, z' , d €N, d' gZ vérifiant d<z,z — d=z' + d±l et —z' < 
d' < z. Soit Z* (resp Z^,) un ensemble de cardinal z (resp. z'), et soit Z l'union 
disjointe de Z* et Z^, ; soit E (resp F) l'ensemble des parties M de Z vérifiant 
card (M n Z*) = card (M n Z*) + d (resp. card (M n Z*) = card (M n Z*) + d'). 
Alors la matrice : 



M' = ^^_j^-jcard(JVnM)^ 



y NeF,MeE 

a pour rang le cardinal de F. En particulier, si d = d', elle est inversible. 

Démonstration. On va montrer le lemme par récurrence sur le cardinal z + z' de 
Z (en remarquant tout d'abord que la condition z — d = z' + d±l impose z + z' 
impair). Si 2: + z' = 1, on est dans un des cas suivants : 
- z = 1, z' = 0, d et d' valent ou 1 ; 
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- Z = 0, z' = 1, d = d' = 0. 

Dans tous les cas, on a. E = {Z} si d = 1, et E = {0} si d = ; il en est de même 
pour F en fonction de d'. Ai' vaut alors (1) ou (—1) suivant les cas, et est donc de 
rang card (F) = 1. 

Supposons maintenant que z + z' > 1, et remarquons d'abord que l'on n'a ni 
d = z ni d = z' = : en effet, le premier cas impose = z' + d±l = z' + z±l, 
d'où z' + z = 1; quant au second, il impose z = ±1, d'où z + z' = 1. 

Appelons Ai, . . . , (resp. /xi, . . . , /x^/) les éléments de Z* (resp. Z*) ; le groupe 
symétrique Sz (resp. Sz') agit sur Z* (resp. Z*), et cette action induit une action de 
Sz X Sz' sur l'ensemble des parties de Z ; E et F sont stables par cette action. Soit 
r = card (E), r' = card {F), et Mi, . . . , (resp. N\,. . Ng) les éléments de ; si 
(ei, . . . , Br) (resp. (/i, . . . , /r') est la base canonique de W (resp. W ), on posera, 
pour tout i, = e, (resp. /jv^ = fi)- 

Pour tout i G {0, . . . , z'}, soit Ei (resp. Fi) l'ensemble des éléments M de E 
(resp. F) tels que M n est de cardinal i ; posons : 

MeEi 

v[ = E 

Pour toute transposition élémentaire s de Sz et tout élément M de E (resp. N de 
F) non invariant par (s, 1), posons : 

wm,s = Cm - e(s,i)(M); 

'^'n.s = ÎN - f{s,l){N)- 

Pour toute transposition clcmcntairc s' de Sz' et tout élément M de E (resp. N de 
F) non invariant par (1, s'), posons enfin : 

Um,s' = Cm — e{l,s'){M)\ 
'^'n,s' = In - f{l,s'){N)- 

Considérons la famille d'éléments de W constituée des Vi, des wm,s et des um,s'- 
Cette famille engendre W ; en effet, on a pour tout M, si i = card (M n Z*) : 

= ^^^) ("^ - - '^)) ' 

de plus, Sz X agit transitivement sur Ei, et il existe donc pour tout N G Ei, une 
suite de transpositions élémentaires si, . . . , s; de et s'^, . . . , sj , de Sz' telles que. 
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si on pose Nq = N et pour tout i, par récurrence, A^, = (sj, 1) (iVi-i) si 1 < i < / et 
Ni = (1, s'-_i) (-/Vj-i) si Z < i </ + /', on a Ni+i> = M ; on en déduit : 

l+l' l l' 

i=l i=l î=; + l 

Il en est de même pour la famille d'éléments de W constituée des w-, des w'j^ ^ et 
des g, ; il suffit donc de montrer que tous ces éléments sont dans l'image de M. 
Considérons d'abord les w'j^ ^. Si d' = z, il n'en existe pas et l'assertion cherchée 
est triviale ; supposons donc d' < z. Pour tout s et tout M G E, si s permute les 
éléments Aj et Aj+i de Z*, avec par exemple Aj € M et A^+i ^ M, on a : 

M'WM,S = E ((-l)^^--^'™) - (_l)-rd((«,l)(M)niV)^ 

NeF 

= _2 ^ (-in^f™) 

Fixons un s ; il existe une bijection entre rcnscmblc des M E E tels que Xi G M 
et Ai+i M et l'ensemble i?' de parties de Z—{Xi, A^+i} défini de manière similaire 
à S en remplaçant d par d — 1 (si d = 0, on inverse les rôles de Z* — {Xi, A^+i} et 
et on remplace d par 1), donnée par M i-^ (Z — {Ai+i}) — M ; on a de même 
une bijection entre l'ensemble des N E F contenant Aj et pas Aj+i et l'ensemble F' 
défini de manière similaire a E' . De plus, on a pour tous M, A'' contenant Aj et pas 
Aj+i, puisque Z — {Aj+i} est de cardinal pair : 

^_j^^card(MniV) _ ^_ j^^card(Mn((Z-{Ai+i})-Ar)) 

^ |._-,^^card(((Z-{Ai+i})-M)n((X-{Ai+i})-JV)) _ 

On vérifie aisément que si d > 0, le septuplet : 

{z - 2, z', d-l,d'-l,Z*- {Xi, Xi+i} ,Z„Z- {Xi, Ai+i}) 

(resp. si d = 0, le septuplet : 

{z',z - 2, 1, 1 - d', Z^, Z* - {Ai, Aj+i} , Z - {Xi, Ai+i})) 

vérifie les conditions du lemme; en lui appliquant l'hypothèse de récurrence, on 
voit que la matrice constituée des termes ci-dessus est surjective; pour tout M, 
w'^ g est donc dans l'image de Ai', et ceci est vrai pour tout s. Par un raison- 
nement similaire, tous les u'^ g, sont également dans l'image de M (il n'en existe 
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pas si dl = —z', et si d' > —z', on applique l'hypothèse de récurrence au septu- 
plet {z,z' -2,d+l,d' + 1,Z*,Z^ - {ij,i,ij,i+i},Z - où sont 

les éléments de permutés par s' . 

Considérons maintenant les Vi : on a, pour tout i : 

M£Ei NeF j=0 

avec pour tous en fixant Nj e Fj : 

r - - "S^ /_-,NCard(MnJVj) 

'^j,i,z,z' ,d,d' — / , V ^) 

MeEi 

Soit il = inf (2; — d, z'), ji = inf [z — d' , z') ; iï^ (rcsp Fj) est non vide si et seulement 
si < i < il (resp. < j < ji). On va montrer que pour tous ces j-là, v'j est dans 
l'image de M, ce qui est le cas si et seulement si la matrice : 

(Cj,i,^,2',d,ci')o<i<ii,0<j<ji 

est de rang ji + 1. Pour cela, fixons une suite croissante Mq C Mi c • • • C Mj^ , oii 
pour tout i, Mi G Ei; en posant / = {l,...,ii}, pour toute partie /' de /, posons : 

Mp = Mo U U (M - M,_i) . 
iei' 

C'est un élément de Eca,id{i') '■ en effet, pour tout i, Mi — Mj_i contient exactement 
un élément de Z* et un élément de Z^, et tous les Mj — Mi_i sont disjoints. Pour 
toute partie /' de /, et tout N G F, soit x l'application de l'ensemble des parties 
de I' dans C donnée par : 

■)^: K c I' ^_-[^^|Card(JVn(MK-Mo)) . 

si on munit l'ensemble des parties de /' de la loi de groupe définie par la différence 
symétrique, x est un caractère de ce groupe, et on a donc : 

E X{K) = 

KCI' 

sauf si X = 1, ce qui est le cas si et seulement si tous les Mi ~ Mi_i, i £ I, sont soit 
inclus dans soit disjoints de N. Soit -F}./' Tcnscmble des N G Fi vérifiant cette 
condition ; posons, pour toute partie /' de / de cardinal i : 




^j,i,z,z' ,d,d' — ^ / ^ I I ^j,k 



2-i ^2 ^2 ^_]^^card(iVnMK) 

NeFi KCI' 

card(ArnMo) 



= E (-1) 

N&F^^,, 
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On a le produit matriciel suivant : 



l 



î,i'e{0,...,ii} 



La seconde matrice du membre de droite est ne matrice triangulaire supérieure 
dont les coefficients diagonaux sont 1, 2^^, . . . , 2^*^ ; elle est donc inversible, et on 
en déduit que la matrice des Cj^i^z,z',d,d' est de rang ji — 1 si et seulement si celle des 
kj,i,z,z',d,d' l'est. On va donc monter que les lignes de cette matrice sont linéairement 
indépendantes. 

Pour tout i G {1, • • • en posant /' = {1, . . . ,i}, écrivons Fjj' — Fjji^i U 
Fjj',2; OÙ Fjj/^i (rcsp. Fjji^2) est l'ensemble des éléments de Fjji qui contiennent 
Mi — Mi_i (resp. disjoints de Mj — Mj_i). Soit E\ (resp. F^) l'ensemble des parties 
de Z — {Mi — Mj_i) défini de manière similaire à E (resp. F) ; définissons également 
{Fl)j ^, pour K G I' — {i}, de manière similaire à Fj^x- Alors les éléments de Fjji^2 
sont exactement ceux de {Fl)j et l'application N N — (Mj — Mj_i) est 

une bijection canonique de dans {F-)-_^ ' déduit : 

soit : 

kj,i,z,z',d,d' = fcj,i-l,2-l,z'-l,d,d' + fcj-l,i-l,^-l,2'-l,d,d'- 

Soit Ao, . . . , Xj^ tels que pour tout i, \jkj^i^z,z' ,d,d' = ; on en déduit pour i>l: 

ii-i 

(Aj + Aj+i) fcj,i-i,z-i,2'-i,d,(i' = 0. 

Par hypothèse de récurrence, la matrice (fcj,i,z-i,z'-i,d,d')j i est de rang ji, donc 
tous les \j + Aj+i sont nuls ; on en déduit, pour tout j : 

Pour achever la démonstration, il suffit donc de vérifier que l'on a : 

h 
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cela montrera que tous les Xj sont nuls et donc que les lignes de la matrice des 
kj,i,z,z',d,d' sont bien linéairement indépendantes. Pour tout j, on a : 

kjfi,z,z',d,d' — Cj,Q,z.z' ,d,d' 

_ ^_-|^-jcard(A/'nMo) 

d \ z — d 



z 



3 



J / fe=o \kl\j + d'-k 



On en déduit : 

d \ I z — d 



n n z' \ ^ 

j=o j=o W J J k=o \ k / \ j + d - k 

Montrons donc le lemme suivant : 

Lemme 4.12. Pour tout l, on a : 

^( z'\( d \^{ z' + d 
j + d'-l j \ l + d-d' 

Démonstration. En effet, considérons le polynôme {1 + Xy '^'^ . Son terme de degré 

( z' + d \ 
Z + d — est ; or on a : 

\^ l + d-d' J 

{i + xf+'' = {i + xf{i + xf, 

et le terme de degré l + d — d' du membre de droite de cette égalité vaut : 

d 



E 



d \ d , 

Comme pour tout j, on a = 1 1 on trouve bien 

l + d-d'- j J \ j + d'-l 

l'égalité de l'énoncé. □ 
On déduit de ce lemme que l'on a : 

z-d \ I z' + d 
l J \ l + d-d' 

Quitte à remplacer z par z — d, z' par z' + d et d' par d' — d, on peut donc supposer 



j=0 1=0 



(Z = ; on a alors z = z' ±1. Supposons par exemple 2' = ^ + 1 ; on a le lemme 
suivant : 
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Lemme 4.13. Pour tout k ^ 1^, on a : 

' z~ k + 1 



1=0 




(-1) 



z ~ k + l 



Démonstration. En effet, le membre de gauche de cette égalité est égal à : 

z 




i=0 

qui est le terme de degré z + 1 — /c du polynôme : 

{X - \Y {X + 1)^+^ = (x^ - \y (X + 1) . 

Or pour tout l G Z, les termes de degré 21 et 2^ + 1 de ce polynôme sont égaux et 



valent (—1) 



l 



Le terme de degré z — fc + 1 est donc égal au membre de droite 



de l'égalité de l'énoncé, ce qui démontre le lemme. 

En appliquant ce lemme au cas fc = — d', on a : 

■ z + d' + 1 



□ 



i=0 




(-1) 



z + d' + 1 



Puisque d! est compris entre — z' ~ — z— letz,onaO < ^ < ^, le membre 

de droite de l'égalité ci-dessus est non nul, ce qui achève la démonstration. □ 

Supposons maintenant G de type n > 4. D'après 13.9], il existe une 
surjection de l'ensemble des caractères unipotents de G dans l'ensemble des symboles 
de la forme suivante (modulo inversion des deux lignes) : 

■ • , 

où a — 5 est multiple de 4, les suites (Ai) et (/i^) sont des suites strictement croissantes 
d'entiers naturels, (Ai,/ii) ^ (0,0), et on a : 




E ^« + E ^» " 



a + 5 - 1 



(le membre de gauche de l'égalité ci-dessus est ici encore appelé le rang du symbole) : 
Al, A2, . . . , Aq 



un symbole 
pour tout i. 

correspondant à des caractères de la série principale sont ceux tels que a = b. 



a deux antécédents par cette surjection si a = 5 et 

fii,...,fib 

pour tout i. Ai = fii, et un seul dans tous les autres cas. Parmi ces symboles, ceux 
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. , Al, A2, . . . , Ao 1 1,1 n. , > 

boit I un symbole de rang n. bi a = o et Aj = fii pour tout 

Hi,...,fib ) 

i, les deux caractères unipotents correspondants sont dans deux familles distinctes 

(Al ; A2 5 • • • ) A^/ \ 
I est un autre symbole de 

rang n, ces deux symboles correspondent à deux caractères de la même famille si et 
seulement si les multi-ensembles {Ai, . . . , Aa, /^i, • • • , Hb} et {A'i, . . . , AJ^,, /z'i, . . . , /uj,,} 
sont égaux. On en déduit, de même que dans le cas i3„/C„, que si Z est l'ensemble 
des entiers apparaissant exactement une fois dans les symboles d"une famille, et si 
son cardinal est 2z, lesdits symboles sont en bijcction avec les couples non ordonnés 
de parties do Z de cardinal congru à z modulo 2 de la forme [M, Z — M) (rimagc 
d'un symbole étant alors k; couple formé do l'ensemble des éléments de Z se trouvant 
sur chacune des deux lignes), et ceux correspondant à des caractères de la série 
principale sont en bijcction avec les couples de parties de Z de cardinal exactement 
z de la forme ci-dessus. 

Si z = 0, on est dans le cas oîi a = fe et = /ij pour tout i ci M. — (1) est 
clairement inversible ; supposons donc z > 0. Soit M une partie de Z de cardinal 
congru à z modulo 2 ; posons : 

M* = [M v^ z^) - {M r\ Z,) . 

D'après ce que l'on a déjà vu, l'application M i— > M# est une bijection entre les 
parties de Z de cardinal congru à z modulo 2 et les parties de Z de cardinal pair ; 
de plus, les parties M de Z de cardinal z sont en bijection avec les parties M* de 
Z telles que M* n et M# n Z* sont de même cardinal ; enfin ; on a pour tout 
M : 

{Z-M)* = Z-M*. 

Considérons le F2-cspacc vectoriel V constitué de l'ensemble des parties de Z de 
cardinal pair muni de la différence symétrique, et la forme alternée sur V définie 
par : 

{M*, N*) =cBxà {M* r\N*) mod2. 
Puisque le cardinal de Z est pair, on a pour tous M"^, N'^ : 

{M*, Z - N*) = {M*, N*). 



Considérons donc l'espace Vi = V/ {0, Z} ; les éléments de Vi sont les couples non 
ordonnés de la forme (M#, Z — M#), où M* est de cardinal pair. Vi est muni de 
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la forme alternée induite par celle de V^, et par un raisonnement similaire à celui du 
cas Bn/Cm il sufRt de montrer que la matrice : 

■.{CuC2 ' 



M 



((-1)^ 

oit Cl et C2 décrivent l'ensemble des couples non ordonnés (Af*, Z — Af^) de parties 
de Z tels que les intersections de avec Z^ et avec Z* sont de même cardinal, 
est inversible. 

Soit X un élément de quelconque ; l'ensemble des couples non ordonnés de 
parties de Z de la forme (Af Z — M"^^ tels que A/'^ est de cardinal pair (resp. 
M'^ est de cardinal pair et Af^nZ, et Af#nZ* ont même cardinal) est en bijection 
avec l'ensemble des parties Alf de Z — {x} de cardinal pair (resp. de cardinal 
pair et dont les intersections avec Z^ — {x} et Z* ont même cardinal) ; l'image de 
(A/^, z — Af*) est celle des deux qui ne contient pas x. On a donc : 



M = ((-l)^"d(*^i*n^f)^ 



M* ,N* 



OÙ Mf et Nf décrivent l'ensemble des parties de Z — {x} dont les intersections 
avec Z^ — {x} et avec Z* sont de même cardinal, et une telle matrice est inversible 
d'après la démonstration du cas Bn/Cn- 

Supposons maintenant G de type ^I?„, n > 4. D'après [SJ 13.9], il existe une 
bijection de l'ensemble des caractères unipotents de G dans l'ensemble des symboles 
de la forme suivante : 

Al, A2, . . . , Aq 
fil,. . . ,fib 

où a — b est positif et congru à 2 modulo 4, les suites (Ai) et (/i^) sont des suites 
strictement croissantes d'entiers naturels, (Ai,/ii) ^ (0,0), et on a : 

E, / a + 6 - 1' 

i=l 1=1 L ^ 

(le membre de gauche de l'égalité ci-dessus est ici encore appelé le rang du symbole). 
Parmi ces symboles, ceux correspondant à des caractères de la série principale sont 
ceux tels que a — b = 2. 

(Al , A2, . . . , Aq \ / A'i, A2, . . . , A^, \ 
et deux symboles de rang n ; ces 

Ml,..., Mb y y m'i,...,m'j,, y 
deux symboles correspondent à deux caractères de la même famille si et seulement si 

les multi-ensembles {Ai, . . . , A^, Mi, . • . , Mb} et {A'i, . . . , A^, , /i'i, • • ■ , MÎ,'} sont égaux. 

Encore une fois, on en déduit de même que dans le cas Bn/Cn que si Z est l'ensemble 

des entiers apparaissant exactement une fois dans les symboles d'une famille, et si 

son cardinal est 2z, lesdits symboles sont en bijection avec les parties de Z de 
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cardinal inférieur à z et congru à z — 1 modulo 2, et ceux correspondant à des 
caractères de la série principale sont en bijection avec les parties de Z de cardinal 
exactement z — 1. 

Soit Z* (resp ; Z^) les parties de Z définies comme dans le cas Bn/Cn ; si M est 
une partie de Z, posons ici aussi : 

M* = (Af UZ,) - (A/nz*). 

L'application AI ^ M"^ induit une bijection de l'ensemble des parties de Z de 
cardinal z (resp. z — \) dans l'ensemble Zq (resp. Zi) des parties M"^ de Z telles 
que card {M* n Z*) = card {M* H Z^) (resp. card {M* n Z,) - f ). 
D'après |16[ 3.15.2], il suffit de vérifier que la matrice : 



M 



/^_-|^^card(M*nJV*)\ 

V / j 



est de rang r = card {Zi) ; c'est un cas particulier du lemme ll.lll que l'on applique 
à la transposée de en posant z' — z — \ , d = Q ci d! = — \ . 

Supposons maintenant G de type '^1)4 ; d'après 17 , 1.17], la série principale de G 
possède six caractères unipotents, quatre constituant quatre familles à eux seuls et 
les deux restants dans une môme famille T de cardinal 4; d'autre part, W possède 
sept caractères irréductibles, et les éléments de J- interviennent dans les cor- 
respondant à trois d'entre eux; d'après [TQ 1.18], la matrice bloc correspondante 
est : 



Ml = - 



1 



1 



qui est clairement de rang 2. 

Supposons maintenant G de type G2- D'après lÏÏ! 13.9], la série principale de 
G possède six caractères unipotents, deux constituant deux familles à eux seuls 
et les quatre restants dans une même famille J- de cardinal 8 ; d'autre part, W 
possède six caractères irréductibles, et les éléments de T interviennent dans les 
correspondant à quatre d'entre eux ; d'après [SJ 13.6], la matrice bloc correspondante 
est : 



M2 = 



f ? 

V3 « 



i \ 

3 



1 

7 
3 



dont le déterminant vaut — et qui est donc inversible. 

6 



92 



FRANÇOIS COURTÈS 



Supposons maintenant G de type F4. D'après ,5j 13.6, 13.9], il suffit de considérer 
les deux matrices suivantes : 



1 
1 

-1 



1 



/ 1 



Ma 



f 

! ! f ! 



1 

¥ 
f 
i 

6 



1 



1 

'4 





1 

4 



1 

i 

\ 
4 

1 
2 

1 

f 

\ 
4 






1 

f 

^1 
4 



1 

i 



1 
4 




„8 8, 



3 
8 


1 

"4 



^1 

7 
4 




1 



1 



Le déterminant de M-? vaut — , celui de Ma vaut : elles sont donc toutes deux 

2 192 

inversibles. 

Supposons maintenant G de type Eq. D'après [5! 13.6, 13.9], il suffit de considérer 
la matrice A/3 et la matrice suivante ; 



M, 



1 

? 
2 




1 

"2 



1 1 



1 



dont le déterminant vaut - et qui est donc inversible. 

Supposons enfin G de type '^E^. D'après [TTl 1.15] et [S 13.6, 13.9], il suffit de 
considérer les matrices suivantes : 



( l 



1 1 \ 

-1 -1 

1 -1 

-1 1 
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M7 



-- -- - 



1 

V -ïï 



n 
U 


U 


1 


\ 


1 


1 


7 




7 


1 


3 





\ 


7 




2 


2 













2 
3 


/ 



La première est hermitienne par [S] 13.9], donc inversible; le déterminant de la 

seconde est — , donc elle est également inversible. □ 
6 ^ 

Remarque : si G est de type ou Es, d'après [3 13.9], il existe des familles 
(une pour i?7 et deux pour Eg) de caractères unipotents de G qui sont de cardinal 4 
et qui contiennent exactement deux caractères de la série principale, et les matrices 
blocs correspondantes sont égales à : 



M. 



1 1 
1 1 



qui n'est pas inversible ; les ne sont alors pas linéairement indépendants, et ne 
peuvent pas non plus engendrer l'espace des distributions sur Tic puisqu'ils sont 
en nombre égal à la dimension de cet espace ; G ne vérifie donc aucune des deux 
assertions de la proposition. 

4.3. Calcul de q-r- D'après la démonstration du lemme I^TI dont on reprendra les 
notations, il suffit de considérer le cas oià G est simple et admet un tore non ramifié 
maximal T déployé, ce que l'on supposera par la suite. Les systèmes de racines de G 
et de Gnr relativement à un tore déployé maximal sont alors isomorphes ; on notera 
{ai, . . . , a„} un système de racines simples, et «i^, . . . , le système de coracines 
simples associé. Pour chaque type, la nomérotation des racines est la même que 
dans la proposition (ici, on ne considère plus que le diagramme de Dynkin non 
étendu). Toujours d'après la démonstration du lemme I^TI il suffit de considérer le 
système de racines réduit de G relativement à T. 

- Supposons d'abord G de type A„. D'après le groupe P/X est cyclique 
d'ordre r divisant n + 1, et on a : 

0(a/) = (2,-1, 0,0,. ..,0); 
</)(a2^) = (-l,2,-l,0,...,0); 



0(a„_i^) = (0,..., 0,-1, 2,-1); 
0(a„^) = (O,...,O,O,-l,2). 
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On voit donc que pour tout i, (j) (0;^^) appartient au sous-groupe des éléments 
(ai, . . . , Un) de Z" vérifiant : 

ai + 2a2 + • • • + nan G (n + 1)Z. 

Ce sous-groupe étant un sous-groupe d'ordre n + 1 de I/^, ils l'engendrent; 
on en déduit que (p {X^ (T)) est un sous-groupe d'ordre r de Z" le contenant, 
et le seul sous-groupe vérifiant ces propriétés est le sous-groupe des éléments 
(ai, . . . , a„) de Z" vérifiant : 

ai + 2a2 + • • ■ + nan G ^-Z. 

fl [Tl 1 ) 

On a G (X* (T)) si et seulement si r divise , ce qui est 

toujours le cas si r est impair ; si r est pair, c'est vrai si et seulement si r divise 
n + 1 

— - — . Dans ce cas, puisque d'après [2|, pour tout i, Ci — 1, on a, qr — n + 1. 

n + 1 

Supposons donc que r est pair et ne divise pas — - — . Alors n est forcément 

n -f 1 

impair, et l'élément (1, . . . , 1, 2, 1, . . . , 1), 011 le terme d'indice — - — vaut 2, 

appartient à X, (T) : en effet, on a : 

n — 1 , , n + 3 71 (71 + 1) 71 + 1 

l-f2-H.-.-H^--K7i-H) + ^- + ----fn^ ^ +^- 

n+1 . . 
(n + l), 



2 

qui est un multiple entier de ti -|- 1, donc de r. On a alors qt = n + 2. 
Supposons maintenant G de type Bn, n > 2. D'après .3^7 le groupe P/X est 
d'ordre 1 ou 2 (2 si G est simplement connexe, 1 si G est adjoint), et on a : 

0(a/) = (2,-l,O,O,...,O); 

,^(«2^) = (-1,2,-1, 0,...,0); 

</.(a„_i^) = (0,..., 0,-1, 2,-1); 

0(a„^) = (0,...,0,0,-2,2). 

Les 0(ai^) engendrent donc le sous-groupe des éléments (ai,...,a„) de Z" 
vérifiant : 

ai + as + 05 + • • • + am e 2Z, 

où 771 = 71 — 1 si 77 est impair et 777 = n si 77 est pair. Si G est simplement 
connexe, (j>{X^ (T)) est égal à ce groupe. 

D'après 0, on a ci = 1 et q = 2 pour tout i > 1 ; on en déduit que si G est 
adjoint, ou si G est simplement connexe et 77 est congru à 3 ou 4 modulo 4, on a 
(1, . . . , 1) G (/) (X* (T)), d'où qx = 271. Si maintenant G est simplement connexe 
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et n est congru à 1 ou 2 modulo 4, (p (X^, (T)) ne contient pas (1, . . . , 1), mais 
contient (2, 1, ... , 1), d'oii = 2n + 1. 

- Supposons maintenant G de type C„, n > 2. D'après [3], le groupe P/X est 
d'ordre 1 ou 2 (2 si G est simplement connexe, 1 si G est adjoint), et on a : 

= (2,-1, 0,0,. ..,0); 
</)(a2^) = (-l,2,-l,0,...,0); 

0(a„_i^) = (O,... ,0,-1,2, -2); 
<^(a„^) = (0,... ,0,0, -1,2). 

Les 0(0;^^) engendrent donc le sous-groupe des éléments (ai, . . . ,a„) de Z" 
vérifiant a„ G 2Z. Ce groupe ne contient jamais (1, . . . , 1), mais contient tou- 
jours (1, . . . , 1, 2) ; comme d'après jS], on a = 2 pour i < n et c„ = 1, on en 
déduit q-j- = 2ri + 1 si G est simplement connexe et q-j- = 2n si G est adjoint. 

- Supposons maintenant G de type Z?„, n > 4. D'après 121, le groupe P/X est 
isomorphe à un sous-groupe de l^/Ali si n est impair (resp. (Z/2Z)^ si n est 
pair), et on a : 

0(a/) = (2,-l,O,O,...,O); 
</)(a2^) = (-l,2,-l,0,...,0); 

</>(an-2'')-(0,...,0,-l,2,-l,-l); 

0(a„_i^) = (0,..., 0,0, -1,2,0); 

^(a„^) = (0,... ,0,0,-1,0,2). 

Supposons d'abord n impair. Les ç!)(ckj;^) engendrent le sous-groupe des élé- 
ments (fli, . . . , a„) de Z" vérifiant : 

2ai + 203 + 205 + • • • + 2a„_2 + a„_i — a„ G 4Z. 

En posant r = [P : X], le groupe (f){X^,{T)) est alors le sous-groupe des 
éléments (ai, . . . , a„) de Z" vérifiant : 

2ai + 2a3 + 2a5 + ■ • • + 2a„_2 + «n-i - cin G rZ. 

Si r vaut 1 ou 2, ou si r = 4 et n est congru à 1 modulo 4, on a (1, . . . , 1) G 

(X* (T)). Comme on a, d'après jHI, ci = c„_i = c„ = 1 et q = 2 pour tout 

1 différent des précédents, on en déduit que l'on a gr = 2n — 2. Si maintenant 
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r = A et n est congru à 3 modulo 4, (j) [X^, (T)) ne contient pas (1, . . . , 1) mais 
contient (2, 1, ... , 1), d'oii qr = 2n — 1. 

Supposons maintenant n pair. Les 4>{ai^) engendrent le sous-groupe des 
éléments (ai, . . . , a„) de Z" vérifiant les conditions suivantes : 

{El) : ai + «3 + «5 + • • • + a„_i G 2Z; 

{E2) : a„_i + a„ G 2Z. 

Le groupe (X* (T)) est alors le groupe des éléments de Z" vérifiant une partie 
de {{El), {E2)} de cardinal m, avec r = 2™. Si r = [^^ : -'^l = 1, ou si r vaut 
2 ou 4 et si n est multiple de 4, (1, . . . , 1) vérifie les mêmes conditions et on 
a qq- ~ 2n — 2. Si maintenant r vaut 2 ou 4 et n est congru à 2 modulo 4, 
(1, . . . , 1) vérifie toujours (-E2), mais plus {Ei), et (2, 1, ... , 1) vérifie les deux ; 
on a donc qr = 2n — 1 sauf dans le cas où r = 2 et (X, (T)) est le sous-groupe 
des éléments de Z" vérifiant (-E2), auquel cas on a 57- = 2n — 2. 

- Supposons maintenant G de type Eq. D'après p], le groupe P/X est d'ordre 
1 ou 3 (3 si G est simplement connexe, 1 si G est adjoint) et on a : 

0(ai^) = (2,0,-1,0,0,0); 

0(a2^) = (0,2,0,-1,0,0); 
0(a3^) = (-1,0,2,-1,0,0); 
4>{a^^) = (0,-1,-1,2,-1,0); 
0(^5^)^(0,0,0,-1,2,-1); 
0(a6^) = (0,0,0,0,-1,2). 
Les 4> («i^) engendrent le sous-groupe des éléments (ai, . . . , ag) de 2P vérifiant : 

ai — as -I- as — ag G 3Z. 

L'élément (1,...,1) vérifie toujours cette condition, et on déduit de [3] que 
l'on a, qr = 12. 

- Supposons maintenant G de type Ej. D'après 0, le groupe P/X est d'ordre 
1 ou 2 (2 si G est simplement connexe, 1 si G est adjoint) et on a : 

(/>(ai^) - (2,0,-1,0,0,0,0); 

^(«2'') = (0,2,0,-1,0,0,0); 
0(a3^) = (-1,0,2,-1,0,0,0); 
</)(a4^)- (0,-1, -1,2, -1,0,0); 
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0(a5^) = (0,0,0,-1,2,-1,0); 



0(a6^) = (0,0,0,0,-1,2,-1); 



^(ar'') = (0,0,0,0,0,-1,2). 



Les 0(Q!i^) engendrent donc le sous-groupe des éléments (ai, . . . , aj) de ZJ 
vérifiant : 



L'élément (1, . . . , 1) de ZJ ne vérifie pas cette condition, mais (1, . . . , 1, 2) la 
vérifie. On déduit donc de [3] que l'on a = 18 si G est adjoint et çt = 19 si 
G est simplement connexe. 
- Supposons maintenant G de type Es, F4 ou G2- Dans tous ces cas, P/X est 
trivial et on a donc toujours (1, . . . , 1) G (X, (T)). On déduit donc de que 
l'on a : 

- gr = 30 si G est de type Es ; 

- gr = 12 si G est de type F4 ; 

- gr = 6 si G est de type G2 ; 

On a ainsi, dans tous les cas, montré le résultat suivant : 

Proposition 4.14. Supposons que q > h + l, où h est le nombre de Coxeter de 
Gnr- Alors tout tore non ramifié de G admet des éléments de réduction régulière. 
Si G est adjoint, c'est vrai également si q = h. 



5.1. Orbites unipotentes et sous-groupes parahoriques. Considérons main- 
tenant les distributions intégrales orbitales unipotentes sur G. Pour tout u 6 G 
unipotent et tout / G G^ (G), posons, si U est l'orbite de u dans G : 



cette intégrale converge, et la distribution J (u, •) est invariante et à support dans 
l'ensemble des éléments unipotents de G, qui est contenu dans l'ensemble des 
éléments compacts de G^ ; c'est donc un élément de Vc^i- Le but de cette par- 
tie est de montrer que, moyennant certaines conditions sur G, les restrictions à Ti. 
des distributions intégrales orbitales unipotentes engendrent î?c,i|w tout entier. 

Plus précisément, soit Fnr l'extension non ramifiée maximale de F, et soit Gnr — 
G_{Fnr) ; on supposera que p est un "bon" nombre premier pour Gnr, c'est-à-dire 
que si $„r est le système de racines de Gnr relativement à un tore déployé maximal 
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et A = {ai, . . . , an} un système de racines simples de $„ri pour tout f3 — aai G 
^nr, si Ci ^ 0, Ci n'est pas multiple de p. Plus précisément, on aura : 

- si Gnr est de type A„, p quelconque; 

- si Gnr est de type B„, C„, Dn ou BCn, P ^ 2 ; 

- si Gnr est de type -Eg, Ej, F4 ou G2, p 7^ 2, 3 ; 

- si Gnr est de type Es, p ^ 2,3,5 ; 

- si le diagramme de Dynkin de Gnr est non connexe, p est bon pour chacune 
des composantes. 

Si p est bon pour Gnr, il l'est également pour G ; il existe alors, d'après [5], une 
application de Springcr sur G, c'est-à-dire un morphisme bijectif tp de variétés entre 
la variété des éléments unipotents de G et celle des éléments nilpotents de Lie (G), 
vérifiant les propriétés suivantes : 

- pour tout u E G unipotent et tout g E G, ip {g^^ug) = Ad (5^^) ip {u) ; 

- l'image par -0 de chaque orbite unipotente de G est une orbite nilpotente de 
Lie (G) toute entière. 

On voit aisément que "0 est entièrement déterminée par sa valeur en un élément u 
de l'unique orbite unipotente de dimension maximale de G, et que si on a à la fois 
u G G et "0 (w) G Lie (G), ip est fixée par Gai {F / F') ; dans ce dernier cas, "0 induit 
un morphisme bijectif de variétés entre la variété des éléments unipotents de G et 
celle des éléments nilpotents de Lie {G), que l'on appellera également application 
de Springer. On a une assertion similaire en remplaçant F et G par Fnr et Gnr- 

Soit u un élément unipotent de G, et soit K un sous-groupe parahorique de G 
contenant u ; l'image û de u dans G = K/K^ est un élément unipotent de G. Si 
/ est une fonction sur G à support dans K et biinvariante par K^, on peut donc 
écrire, en identifiant / à une fonction sur G : 



où Gu est un système de représentants des doubles classes de G module Zq (u) 
à gauche et i^T à droite, et où, si u' est un élément unipotent de G, lu' (/) est 
la somme des valeurs de / sur l'orbite de u' . Grâce au théorème 13.361 l'étude des 
distributions intégrales orbitales unipotentes sur G peut donc se faire à l'aide des 
intégrales orbitales unipotentes sur les groupes finis. 

Soit /i G Al, (M, K^) un représentant de /i, M = K^/Kj^ et m un élément de M 
n'appartenant à aucun sous-groupe de Levi de M ; on appellera G-orhite (anisotrope) 
de m dans M l'ensemble des conjugués de m par un élément de Nq {K^j) ; une telle 
orbite ne dépend pas du choix de {M,K^). Si m appartient à un sous-groupe de 



(3) 
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Levi M' de M, on appellera G -orbite de m dans M la réunion des orbites de M 
rencontrant la G-orbite de m dans M'. 

Dane ce qui suit, on va associer à chaque couple (/i, O), où fi £ A4 et O est une 
G-orbite unipotcntc anisotrope du groupe M associé à fj,, une orbite unipotente de 
G. On notera A l'ensemble des couples (/i, O). 

Considérons l'immeuble Bnr du groupe G„r = G{Fnr)- On a une action du 
groupe de Galois Ga,l{Fnr/F) sur cet immeuble, et B s'identifie à l'ensemble des 
points de Bnr fixes pour cette action. De plus, l'injection B i— > Bnr préserve les 
facettes, c'est-à-dire que pour toute facette A de B, il existe une facette A' de 
Bnr telle que A ^ A' D B; A' est alors stable par Ga.l{Fnr/F). Réciproquement, 
par le théorème du point fixe de Bruhat-Tits (|^ I. 3.2.4]), toute facette de Bnr 
stable par Gal(Fnr/F) contient un élément de B; on a donc une bijection canon- 
ique entre l'ensemble des facettes de B et l'ensemble des facettes de Bnr stables 
par GsLl{Fnr/F). On en déduit une bijection canonique entre l'ensemble des para- 
horiques de G et l'ensemble des parahoriques de Gnr stables par Gai (Fnr/F) : si 
K est un parahorique de G d'image Knr, on a, K = Knr H G. 

Soit Knr un sous-groupe parahorique de Gnr stable par Gai (Fnr/F) ; son premier 
sous- groupe de congruence K^^ est également stable par Gai (Fnr/F), et le quotient 
Knr/Knr ^st un groupc réductif G sur Fg stable par G&\(Fnr/F) ~ Gal(Fg/Fq), 
donc défini sur Fg ; si -fC = Knr H G, le quotient K/K^ s'identifie au groupe G des 
Fq-points de G. 

Soit F le Frobenius de GaX(Fnr/F), qui s'identifie à celui de Gai (Fg/Fg) ; on 
peut définir sur Gnr l'application de Lang de la même façon que sur un groupe 
défini sur un corps fini, par : 

L : g ^ g-^¥ (g) . 

On a le Icmme suivant : 

Lemme 5.1. Soit Hnr groupe des Fnr -points d'un groupe algébrique défini sur 
F, et Knr un sous-groupe ouvert de Hnr stable par Gai (Fnr/F), contenu dans un 
sous-groupe parahorique Ko ^r de Hnr et tel que le quotient Knr/ {Kq nr Knr) , sn 
tant que groupe algébrique sur¥q, est connexe; la restriction à Knr de l'application 
de Lang est surjective. 

Démonstration. Pour tout entier s > 0, définissons le s-ème groupe de congru- 
ence Kq „^ de Ko^nr de la même façon que pour les parahoriques de G. Fixons un 
entier s tel que Kq „^ C Knr ; un tel s existe car les Kq .^^ constituent une base 
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de voisinage de l'unité ; de plus, Kq „^ est normal dans Knr- Considérons le groupe 
H = Knr/ Kq nr ^ c'cst un groupe algébrique connexe de dimension finie défini sur 
Fq. L'application de Lang sur un tel groupe étant surjective, on en déduit que pour 
tout g e Knr, il existe ho & Knr tel que g G Iiq^F (ho) K^nr ^^o^^^o.nrF (^o)- 
Posons maintenant : 

gs = hogFihoy^ e K^^r 

et considérons le groupe = K^ nr/^o^r- C'est encore un groupe algébrique 
connexe de dimension finie définie sur Fg ; l'application de Lang y est donc également 
surjective, et on en déduit l'existence de hs £ Ko.nr tel que gs+i — hggsF (hg) ^ G 
^0 nr- récurrence évidente, on obtient, pour tout i > s, un hi G Kq et 

un gi+i = higiF (gi) ^ G Kq'\1^. Considérons maintenant l'élément : 

h = . . . hi . . . hs+2hs+ihshQ G Knr\ 

le produit converge puisque pour tout i > s, hi £ Kq et l'on a : 

i 

d'oià g = L (h), ce qui démontre le lemme. □ 

Soit O une orbite unipotente anisotrope de G, et soit O' l'orbite de G contenant 
O; O' n'est pas toujours anisotrope, mais elle est toujours stable par Ga,l{Fnr/F). 

Soit P — MU un sous-groupe parabolique de G, et soit M^^^ (resp. Vder) le 
groupe dérivé de M (resp. U) ; on dit que P est distingué si dim (M^g,.) — dira (U) — 
dim (Ide,.)- 

Soit T un tore maximal de G, et B un sous-groupe de Borel de G contenant T, 
que l'on supposera stables par Ga\{Fnr/F). Soit ^K„r le système de racines de G 
relativement à T, et $^ l'ensemble des racines de $i<-„^ positives relativement 
à B. Puisque p est bon pour G„.r, il l'est également pour G, et il existe alors un 
sous-groupe parabolique P — MU de G contenant B, un sous-groupe parabolique 
distingué P^ = M^U^ de M contenant B n M et un élément û de O' tels que v, est un 
élément de l£ appartenant à l'orbite de Richardson de P^; c'est une conséquence 
de |2(J[ corollaire au théorème L3.5 et théorème IL1.5] lorsque G est semi-simple, et 
dans le cas général, c'est vrai dans le groupe semi-simple G^g^, donc a fortiori dans 
G. 

Soit $G — ^K„^ le système de racines de G relativement à T, et <i?^ l'ensemble 
des racines positives de $k„^ relativement à B. 
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Soit U (resp. ÂT) la variété des éléments unipotents (resp. nilpotents) de G (resp. 
Lie (G)), et une application de Springer de U dans ÂT, que l'on supposera invari- 
ante par Gai (Fç/F^) ; on a le lemme suivant : 

Lemme 5.2. On peut supposer û tel que n — ip (û) est de la forme : 

n= ^ Tîa, 
qS3>„ 

OÙ <J>„ est une partie de constituée d'éléments linéairement indépendants, et 

où pour tout a G $„, est un élément de iie(U^), où est le sous- groupe 
radiciel de G correspondant à a. 

Démonstration. La démonstration est identique à celle de [2 E. III. 4. 2. 9], sachant 
que la généralisation de 2. E. III. 4. 2. 8] au cas p bon quelconque se déduit de j^O] et 
que l'on utilise la graduation suivante de Lie (M) : pour toute racine simple ai de 
M relativement à T et B n M, on pose c (a.;) = si U„ C et c (a^) = 2 sinon ; 
pour tout a = J^î ^iO^i^ on pose c (a) = J2i -^'C {ai). On a alors : 

Lie (M) = Lie (M)^ , 

avec : 

Lie (M)o = Lie (T) © Lie {VJ ^ Lie {W) , 

a,c(a)— 

et, pour tout j ^ : 

Uem),= Lze{VJ. 

Remarquons que si p est assez grand, on retrouve ainsi la graduation associée à un 
sl2-triplet contenant n. □ 

D'autre part, on a le lemme suivant : 

Lemme 5.3. Soit î7 G O' ClG ; les orbites unipotentes de G contenues dans O' sont 
en bijection avec les éléments de G\L^^ (Zç («)) /Zq{v). 

Démonstration. En effet, soit îJ' G O' n G, et soit 5 G G tel que g~^v'g = v. On a 
alors également : 

F{g)-^v'F {g) = v, 

d'où : 

L(g)=5-iF(5)GZG(ïï). 

Réciproquement, si g' est un élément de G qui vérifie l'assertion ci-dessus, on a 
g'vg'-' - F {g')vF (g'-i), d'où g'vg'-^ G G. 
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D'autre part, il est clair que si 5' G G est tel que v" = g'vg'^^ G G, v" appartient 
à la même G-orbite que v' si et seulement si on a g' G GgZ^ {y) , ce qui montre le 
lemme. □ 



On va maintenant associer à la G„r-orbite contenant O' une orbite unipotente de 
Gnr ; pour cela, on aura besoin de quelques préliminaires. Soit la facette de Bnr 
fixée par Knr, Anr un appartement de Bnr stable par Gal{Fnr) et contenant Anr, 
et Tnr le tore déployé maximal de Gnr correspondant à Anr ^K^r s'identifie à un 
sous-système de racines réduit et stable par Gai (Fnr/F) du système de racines $„r 
de Gnr relativement à Tnr- Soit H^^ — lF_{Fnr) le sous-groupe de Gnr engendré 
par sous-groupes radiciels Ua.nr, ol g ^Kr^-r ; c'est un sous-groupe réductif 

fermé de Gnr défini sur F . 

Montrons qu'il existe un sous-groupe H_ de iî' défini sur _F, fermé, réductif et 
déployé sur Fnr dont le système de racines relativement à un tore maximal s'identifie 
canoniquement à : pour tout a G <Î'_r'„^, considérons le sous-groupe radiciel 

Ua,nr dc Hnr- D'après II. 4.1.9 et 4.1.16], il existe une extension séparable finie 
Enr de Fnr telle que Ua.nr est de l'une des deux formes suivantes : 

- Ua,nr est isomorphc à Enr ; 

- il existe une extension quadratique séparable E'^^ de Enr telle que Ua.nr est 
isomorphe au groupe des éléments unipotents triangulaires supérieurs du la 
forme déployée de SU3 {El^^/ Enr) (définie comme l'ensemble des éléments g 
de GL3 {E'nr) vérifiant ^gcr^g) = 1, où ^g est la transposée de g par rapport à 
la diagonale non principale et a l'élément non trivial de Gai [E'^^ / Enr) ■ 

Dans les deux cas, soit Uo^a.nr le groupe des points de Ua,nr dont l'image est à 
coordonnées dans Fnr c'est un sous-groupe fermé de dimension 1 de Ua,nr, et c'est 
le groupe des i^„r-points d'un sous-groupe fermé J7o,a de IF_ de dimension 1 ; de plus, 
on déduit des relations de commutation entre éléments unipotents de Gnr (cf. 0] 
annexe]) que pour tous a, /3 G ^K„r^ [^o,q, nr, f^o,/3,nr] est inclus dans le produit des 
Uo,'y,nr, 7 G ^K„,.- Coiisidérous donc, en posant Tnr — T_{Fnr, le groupe iî engendré 
par T et les J7o,qi Oi G '^Knr- ■ d'après ce qui précède, il vérifie les conditions voulues. 

On notera H (resp. Hnr) l'ensemble de ses i^-points (resp F„r-points). Il est clair 
que si IF_ est lui-même déployé sur Fnr , on a iî = H' . 

Soit Unr (resp. Mnr) la variété des éléments unipotents (resp. nilpotents) de Hnr 
(resp. Lie (Hnr)) ; on a le lemme suivant : 
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Lemme 5.4. // existe une application de Springer tp^^ de Unr dans Mnr telle que 
pour tout v' G Knr (^l^nr d'image v' dans G, l'image de ipnr (w') dans Lie (G) est 

Démonstration. En effet, soit v un élément de Knr et v son image, que l'on sup- 
posera appartenir à l'orbite unipotente de dimension maximale de G, et soit t/j^j,, une 
application de Springer quelconque de Unr dans J\fnr- Soit X = Tpnr (v) ; on montre 
comme dans le lemme qu'il existe h £ H_ie\ que Ad {h^^) X est un élément de 
Lie {H_) de la forme : 

Ad{h-^)X^ Ua, 

où Anr est un ensemble de racines simples de ^K„r où pour tout a, Ua appartient 
à Lie{U_^), on est le sous-groupe radiciel de H_ correspondant à a. Quitte à 
multiplier h à droite par un élément de T, on peut même supposer que l'on a 
Ad {h^^) X G Lie (Hnr) et que pour tout a, Ua appartient à Lie [Ua.nr H Knr) et 
est d'image non nulle dans G. L'image de Ad{h^^^X dans Lie (G) est alors un 
élément X' de l'orbite nilpotente de dimension maximale de Lie (G), et il existe 
alors un élément ft,' G G tel que Ad {h' ^' = v. Soit h' un élément de Knr 
d'image h' dans G, et soit ipnr l'unique application de Springer de Unr dans J\fnr 
telle que l'on a : 

V'«r : w ' — > Adih'-^h"^) X; 

l'image de ipnr (v) dans G est alors ^{v), et pour tout v' G Knr dont l'image 
v' appartient à l'orbite unipotente de dimension maximale de G, puisque v' est 
conjugué à v dans H_, l'image de "i/^nr W) dans G vaut ip {v') . 

Supposons maintenant que v' G Unr H Knr est tel que son image v' dans G 
n'appartient pas à l'orbite unipotente de dimension maximale de G. Quitte à le 
conjuguer, on peut supposer que v' appartient à Uo^nr — Y[a£<s>'^ Ua.nr ; on trouve 
alors facilement une droite D de Lie {Uo,nr) contenant ipnr (w'), telle qu'il existe un 
isomorphisme de D dans Fnr qui envoie D Cl Lie (Knr) dans l'anneau des entiers 
Onr de Fnr et quc les images dans Lie (G) de tous les éléments de D Lie (Knr) 
correspondant à des éléments de O*^ (resp. l'idéal maximal pnr de Onr) sont con- 
tenues dans l'orbite nilpotente de dimension maximale de Lie (G) (resp. sont égales 
à V' (^)) • si ai, . . . , ak sont les racines simples de $^ n'intervenant pas dans 
l'écriture de ip (v) comme somme d'éléments des sous-groupes radiciels associés aux 
éléments de , et si pour tout i, Ui est un élément de Lie [Ua^ n Hnr H Knr) 
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d'image non nulle dane G, la droite : 

k 

D = {ll^nriv) + Z^rii \ Z G Fnr} 
i=l 

convient. Soit V — {D) : c'est une sous- variété fermée de dimension 1 de Uo^nr, 
et d'après ce qui précède, si V (resp v') est l'image de ^ fl Knr (resp. v') dans G, 
l'image de 13 n Lie (Knr) dans Lie (G) est la réunion de ifi (V) — {-0 («') } et d'un 
singleton ; or elle est fermée, donc elle contient également ip {v') ; puisque l'image de 
V'nr {v') n'appartient pas à l'orbite nilpotente de dimension maximale de Lie (G), 
on en déduit qu'elle appartient au singleton, donc qu'elle est égale à ip (ïT) , ce qui 
achève la démonstration. □ 

Soit n un élément de Lie (iî„r) de la forme : 

ct6<l>„ 

011 pour tout a G $„, ria est un élément de Lie{Ua,nr ^ Knr) dont l'image dans 
Lie (U) est tTq. Un tel n est clairement nilpotent. Soit u — ip^r "^t soit Onr 
l'orbite dans le groupe Hnr n Knr- 

Soit P_Q le sous-groupe parabolique minimal de H_ engendré par T et les sous- 
groupes radiciels U_^, a G ; soit P — MU l'unique sous-groupe parabolique 
de H_ standard (relativement à Pq et T) tel que l'image de P fl Knr dans G est 
P = MU, et = M'U' le sous-groupe parabolique de M standard (relativement 
à Pq n M et T) tel que l'image de P^ n Knr dans G est T = M'U' ; il est clair 
d'après la classification de JL| (valable pour tout p bon par [201) que P^ est un sous- 
groupe parabolique distingué de M ; d'autre part, l'image de Onr H C/^^ dans G est 
l'intersection de U' et de l'orbite de Richardson de ; on en déduit que Onr^U'nr est 
Zariski-dcnse dans U'nr, et donc qu'elle est contenue dans l'orbite de Richardson de 

P' . On notera Po,„r (resp. P„r, Mnr^ Unr, Pnry ^^nri ^^nr) 1^ grOUpC dcS P„r-pointS 

de Pg (resp. P, M, Ç/, P^, M^, IT). 

L'orbite Onr ainsi définie n'est pas unique et dépend du choix de n : on notera 
Unr l'ensemble des Onr possibles, et Unr l'ensemble des éléments de Unr stables par 
Gai (Fnr/F). Ce dernier ensemble n'est pas vide : en effet, il est clair que Po.„r et Tnr 
sont stables par Ga.l{Fnr/F). Soit a G G'àl{Fnr/F). Puisque O' rencontre G, û et 
a (Tl) sont conjugués ; d'après ^3 théorème II. 1.7 (ii)], on en déduit que M et cr (M) 
sont conjugués. De plus, si w est un élément du groupe de Weyl W (G/T) tel que 
w^^Mw ~ a (M) (il en existe puisque M et cr (M) sont semi-standard relativement 
à T et conjugués entre eux) et (M n B) w = cr (M n B), on a w^^Vji} = cr (P^ ) ; 
en effet, les systèmes de racines de M et de wa (M') sont les mêmes à un 
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automorphisme du diagramme de Dynkin de M près, et on vérifie immédiatement, en 
se ramenant au cas oii le diagramme de Dynkin de M est connexe et en considérant 
successivement chaque cas de la classification de î , que P est toujours invariant 
par un tel automorphisme. Dans ce qui suit, on supposera Onr G i^nr- 
On a alors le lemme suivant : 

Lemme 5.5. Soit v un élément de Onr C] K Cl H ; les orbites unipotentes de K Cl H 
contenues dans Onr sont en bijection avec les éléments de l'ensemble : 

(K n H) \L-' (^K„„nH„„ (v)) /^K„„nH„. (v) ■ 

Démonstration. La démonstration est identique à celle du lemme 15.31 □ 

Corollaire 5.6. Il existe une bijection canonique entre les orbites unipotentes de 
K n H contenues dans Onr et les orbites unipotentes de G contenues dans O' , qui 
à l'orbite de v € Onr Cl K n H associe celle de sa classe dans G. 

Démonstration. En effet, soit v G Onr Cl K Cl H, et îJ sa classe dans El ; on déduit 
de la classification de 13.1] appliquée successivement à H IZh_ et à G/Zç que 
l'ensemble des classes dans G des éléments de ZK„,.r\H,^^ {v) est exactement Zg (y). 
De plus, si g G L^^ {ZR\rnH„r (^)); ^'^^ image dans G appartient à (Zç (îJ)) ; 
d'autre part, posons : 

Puisque v d H, Gai {Fnr/ F) agit sur C^,, et l'application de Lang sur Knr induit une 
bijection àe K C\ H\L^^ {^K„,.nH„,.) (") /^K„,.nH,^r (") dans l'ensemble des classes 
de Cy pour la relation d'équivalence suivante : x = y si et seulement si il existe 
z G Cy tel que x — z^^yF (z). De même, en définissant Cy de manière analogue 
à Cy, l'application de Lang sur G induit une bijection de G\L^^ (^g) (v) /Zg {v) 
dans l'ensemble des classes de C— pour la relation d'équivalence similaire. Or on 
déduit de [Sj 13.1] que dans tous les cas, Cy et C- sont canoniquement isomorphes 
et que Gal(Fnr/F) agit de la même manière sur l'un et sur l'autre; on en déduit 
une bijection canonique : 

K n H\L-' (^A-„.nH„. (v)) /^/f„.nH„„ (v) <G\L-' (%) (v) /%(zJ) , 

qui à chaque double classe associe l'ensemble de ses images dans G. L'assertion du 
lemme se déduit alors immédiatement des lemmes FS . 31 et l531 □ 

D'après ce corollaire, on peut associer à chaque orbite unipotente O de G contenue 
dans O' une orbite unipotente Uo de G, qui est celle contenant l'orbite unipotente 
de A' n 7î antécédent de O par la bijection en question. 
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Considérons la relation de préordre sur les orbites unipotentes de G (resp. Gnr) 
définie de la façon suivante : U < U' s\ U est contenue dans l'adhérence de U' . 
On dira qu'un élément d'un ensemble d'orbites unipotentes de G (resp. Gnr) est 
minimal s'il l'est pour cette relation. 

On a le lemme suivant : 

Lemme 5.7. Les orbites de Gnr contenant les éléments de Unr sont minimales 
parmi celles rencontrant uK^^^^. 

Démonstration. En effet, supposons d'abord Gnr déployé, et K^r maximal spécial ; 
on a alors H^r — Gnr- Soit v G uK\^ unipotent ; si it; G Z^^^ {v), son image dans G 
est clairement dans Zq (u). Considérons le morphisme canonique Zk^^ i''^) (û)- 
Il induit un morphisme canonique Lie [Zx^r ('^)°) ~* ^^'^ (^G (^*)"^ , qui se factorise 
en : 

Lie [ZiK^r (")°) ~^ (Zk^^ Lie 

Puisque Lie (^Zk^^ i^)^^ est un ouvert de Lie (^Zq^^ et puisque le second 

morphisme est injcctif, on en déduit : 

dira (^Lie {^Zc„^ ^^^^^^ ~ '^'"^ {^Lie (^Zk„,^ ^^■''^)) ~ "^'"^ (^Lie ^Zç (îI)°^^ . 
Or d'après 13.1], on a l'égalité pour w = u ; on en déduit : 

dim (Zq^^ [v)) < dira [Zq^^ {u)) , 

ce qui démontre que l'orbite de u est minimale parmi les orbites unipotentes ren- 
contrant uK\^. 

Supposons ensuite que Knr n'est plus nécessairement maximal, mais est contenu 
dans un sous-groupe parahorique maximal hyperspécial K^ nr de Gnr, toujours avec 
Gnr déployé. Pour montrer l'assertion du lemme, il faut alors montrer que les or- 
bites de Gnr contenant les éléments de lAnr sont exactement les orbites unipotentes 
minimales parmi celles rencontrant u\]qK}^ où Uq est le radical unipotent du 
sous-groupe parabolique de Go = Ko^nr/ l'^Q^nr image de K„r. Cette assertion se 
déduit, par une récurrence évidente, du cas précédent et du lemme suivant : 

Lemme 5.8. L'orbite de û est l'unique orbite unipotente minimale parmi celles qui 
rencontrent uUq . 

Démonstration. Par la correspondance de Springer, on voit que l'assertion du lemme 
est équivalente à l'assertion correspondante concernant n. Soit donc n' & n + 
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Lie (Uq) ; écrivons-le : 



où ((>J^^ est défini de manière analogue à <i>^ . Soit Aq — {ai, . . . , a„} l'ensemble 
des racines simples de , les indices étant choisis de telle sorte que A„r — 

{ar+i, . . . , q;„}. Pour tout a G ^^^^ de la forme : 



posons 



Pour tout x e Fg, posons 



i=l 

r 



Ci 

1=1 



Il est clair que l'ensemble {n'^ \ x e Fç} est une sous- variété fermée de G, que Uq = n 
et que pour tout x ^ 0, n'^ appartient à l'orbite de n' ; on en déduit que n appartient 
à l'adhérence de l'orbite de n' ; comme ceci est vrai pour tout n' , l'orbite de n est 
l'unique orbite minimale parmi celles rencontrant n + Lie (Uq) , ce qui démontre le 
lemme. □ 

Revenons à la démonstration du lemme 15.71 Supposons maintenant Knr quel- 
conque, toujours avec Gnr déployé, et soit ifo.nr un sous-groupe parahorique max- 
imal de Gnr contenant Knr ; on a le lemme suivant : 

Lemme 5.9. Il existe une extension finie E„r de Fnr telle que si Kq^e^,- ^st le 
sous-groupe parahorique maximal de G{Enr) contenant Ko,nr, Ko,e„,. est spécial. 

Démonstration. En effet, soit xo un point spécial quelconque de l'appartement Anr^ 
et soit {q;i, . . . , q;„} un ensemble de racines simples de Gnr relativement à T„r- Pour 
tout î, considérons une forme afhne fi sur Anr définie de la façon suivante : 

- si Vnr est l'espace vectoriel associé à Anr et Hi l'hyperplan de Vnr associé à 
ai, le noyau de fi est 4- Hi ; 

- les points oti fi prend des valeurs entières sont exactement les hyperplans de 
la forme x' + Hi, où x' est un sommet de Anr, qui sont réunion de facettes de 

Anr • 

Une telle forme affine est unique au signe près; de plus, l'ensemble des points 
spéciaux de Anr est exactement l'ensemble des points oii toutes les fi prennent 
des valeurs entières. D'autre part, si Enr est une extension finie galoisienne de F„r, 
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soit BE„r l'immeuble de G{Enr), et Ae^^ l'appartement de Be^^ correspondant à 
l'unique tore déployé maximal de G_{Enr) contenant T„r ; l'appartement Am- s'i- 
dentifie à l'ensemble des points de Ae^^ fixés par Gai (Enr/Fnr), et l'ensemble des 
points de Anr correspondant à un sous-groupe parabolique maximal spécial de G_e^^ 
est exactement l'ensemble des points x' tels que pour tout î, fi [x') G y-- — — rZ. 

y^nr • ^ nr\ 

Pour montrer le lemme, il suffit donc de vérifier qu'il existe Enr vérifiant ces con- 
ditions, ce qui est toujours le cas si, en notant x le sommet de Anr fixé par Kg ^n 
pour tout i, fi (x) est un rationnel dont le dénominateur n'est pas multiple de p. 

Il est clair que l'on peut supposer que le diagramme de Dynkin de Gnr est 
connexe. Si Gnr est de type An, tout sous-groupe parahorique maximal de Gnr 
est spécial et il suffit de poser Enr = Fnr ; on supposera donc que Gnr n'est pas 
de type An- Considérons, pour tout i, l'hyperplan de symétrique de xq -f Hi 
par rapport à x ; une telle symétrie préserve la structure simpliciale de Ann donc il 
est réunion de facettes ; de plus, il contient le sommet x" de Anr symétrique de xq 
par rapport à x. Comme ceci est vrai pour tout i, x" est spécial, donc pour tout î, 
fi (x") G Z ; comme x est le milieu du segment [x" , xq], on en déduit que pour tout 
i, fi (x) e -Z. Or puisque p est bon pour Gnr, il est différent de 2 ; on en déduit 
l'assertion cherchée. □ 

Revenons à la démonstration du lemme 15.71 Soit le premier sous-groupe 

de congruence de Kq e^^ ; on a : 

en effet, si x est un point de l'immeuble Be^^ de GE.nr dont KQ^E„r est le fixateur 
connexe, les deux membres de l'égalité ci-dessus sont égaux au groupe des éléments 
de Gnr fixant un voisinage de x dans Be^^- L'assertion du lemme se déduit alors 
immédiatement du cas précédent. 

Supposons enfin Gnr quelconque, et soit E!^^ une extension de Fnr sur laquelle G 
est déployé; l'assertion est vraie pour G_{E'^^) d'après ce qui précède, et si Ke'^^ est 
un sous- groupe parahorique de G_{E'^^) contenant Knr, par un argument similaire 
à celui du cas précédent, on a : 

^nr ~ ^E'^^ ^ Gnr', 

elle est donc également vraie pour Gnr par restriction. □ 
On en déduit immédiatement, par restriction, le corollaire suivant : 

Corollaire 5.10. Parmi les orbites unipotentes de G rencontrant uK^ , les orbites 
rencontrant un élément de U^^ sont minimales. 
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Fixons maintenant une orbite Uq de G rencontrant un élément de ; on a le 
lemme suivant : 

Lemme 5.11. Soit Ki un autre sous-groupe parahorique de G, Gi = Ki/Kl, Oi 
une orbite anisotrope de Gi, et Uoi une orbite de G associée à Oi de la même 
façon que Uq l'est à O. Si Uq rencontre l'image réciproque de Oi dans Ki et est 
minimale dans celle-ci, alors K et Ki sont associés et O et Oi sont contenues dans 
la même G-orbite de Q = Gri. 

Démonstration. Soit w G C/q H OiKl ; quitte à conjuguer v et Ki par un élément de 
G convenable, on supposera v £ H . 

Tout d'abord, montrons que l'on peut supposer que Ki contient Ktq- Soit Ai la 
facette de B dont le fixateur connexe est Ki et A! un appartement de B contenant 
à la fois ^ et Al ; d'après 4. 2.5.8], il existe k ^ G^ tel que kA — A' et que 
k fixe A n A' ; en particulier, k fixe A, donc k E K. De plus, il est clair que 
si dans ce qui précède, on remplace Tq P£^r kT^k^^ , on conjugue tous les sous- 
groupes radiciels, et donc également H, par fc; on peut donc choisir kuk^^ à la 
place de u, et l'orbite associée à O est alors kUok^^ = Uq ; on peut donc, quitte 
à remplacer Tq par kTok^^, H pat kHk~^ et v par kvk~^, supposer Kto C Ki. 
Le groupe Ki,h — Ki n H est alors un sous-groupe parahorique de _ff ; de plus, 
Hi = Ki^H / K\ est un sous-groupe réductif fermé de Gi qui contient l'image de 
u, donc qui rencontre Oi, et Oi n Hi est réunion d'orbites unipotentes anisotropes 
de Hi. De plus, Kh ^ K Ci H est un sous-groupe parahorique maximal spécial de 
H. 

Supposons Kh et Ki h associés dans H ; ils sont alors conjugués par un élément 
h de H, et en particulier, Ki h est également maximal spécial. Soit (L,Kl) — 
ko{K,Tq), (il, A'ij) = kq{Ki,To) ; Li est alors un sous-groupe de Levi de G con- 
tenant H, et de même rang semi-simple que H ; en effet, si ce n'était pas le cas, 
H serait contenu dans un sous-groupe de Levi propre de ii, et Oi rencontrerait 
alors un sous-groupe de Levi propre de Gi — Li/L\, ce qui est exclu par hypothèse. 
D'autre part, par définition de H, L est également un sous-groupe de Levi de G 
contenant H et de même rang semi-simple que ; on a donc L = Li. De plus, 
(resp. Kl-^) est l'unique sous-groupe parahorique de L contenant Kh (resp. Ki^h) ; 
on en déduit que Kl et K^-^ sont conjugués par ft,, et donc que K et Ki sont as- 
sociés. Enfin, il est clair que si O et Oi rencontrent une même iï-orbite de G, elles 
sont contenues dans la même G-orbite ; il suffit donc de montrer le lemme dans le 
cas où G = H. 
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Supposons donc G ^ H ; K est alors un sous-groupe parahorique maximal spécial 
de G, et Uq est une orbite unipotente anisotrope. On a le lemme suivant : 

Lemme 5.12. Soit U' une orbite unipotente de G minimale parmi celles rencon- 
trant OiK\ ; alors U' rencontre Li D OiK\. 

Démonstration. Par une récurrence évidente, il sufRt de considérer le cas où Li 
est propre maximal, sachant que si Li = G il n'y a rien à démontrer. Soit Vi et 
Vi les radicaux unipotents des deux sous-groupes paraboliques de G semi-standard 
(relativement à Tq) admettant Li pour composante de Levi ; on a la décomposition 
d'Iwahori : 

= (yf n Kl) (Li n k^) {v^ n k^) . 

Soit u' e U' nOiKl ; on va montrer qu'il existe v ^ Vi CiKi tel que v^^u'v G LiV^ . 
En inversant les rôles de Vi et Vi , on obtiendra ensuite un G Vi n Ki tel que 
^v^^u'vv^ G LiVi n LiV^ — Li, ce qui démontrera le lemme. 

Soit Al l'arête de 21 fixée par Ki, x[ le sommet de Ai tel que si K'i est le sous- 
groupe parahorique maximal de G fixant x'i, on a K[ HLiVi — Ki fiLiVi, A2 l'arête 
de A symétrique de Ai par rapport à x'i, et K2 le fixateur connexe de A2 ; puisque 
Al et A2 engendrent la même droite D de A, Ki et K2 sont associés. On va montrer 
qu'il existe «i G i^i n Vi tel que v^^uivi G OiK\ n OiK\ ; en considérant ensuite 
les arêtes ^3,^4, • • • de I? telles que pour tout i. Ai est le symétrique de Ai^i par 
rapport au sommet x[_-^ de Ai^i distinct de x[_2i obtient ainsi par récurrence 
pour tout i un élément Vi de Ki n Vi tel que ■ ■ ■ vï'^uivi ■ ■ -Vi G Plj^i OiKj. De 
plus, la suite des Ki n Vi est une base de voisinage de l'unité dans Vi ; on en déduit 
que le produit infini des Vi converge vers un élément v de Ki Vi tel que v~^uiv 
appartient à Hi^i OiK} , qui n'est autre que Oi {Kl n LiVi) C LiVi . 

Montrons donc l'existence de vi. Soit u' (resp V'i) l'image de u' (resp. Ki) dans 
Gj'i — K'i/K'i^ ; Gi s'identifie à une composante de Levi de ¥[, et u' appartient à 
une orbite unipotente de G'i minimale parmi celles rencontrant OiP'j^. Pour montrer 
l'existence de vi, il sufht de montrer l'existence d'un élément vï du radical unipotent 
V'i de P'i tel que W[~'^v/W[ G Oi ; puisque K'i n LiVi ^ Ki D LiVi, l'image de Vi 
dans G'i est égale à V'i , et il existe donc un représentant vi de vî appartenant à Vi , 
qui vérifie la condition cherchée. 

Posons G'i = Gi(F,), d = ^^(Fç), U; = Ui(Fg). D'après le lemme Ei appliqué 
à P']^, par minimalité de l'orbite de u', il existe v'i G P'i tel que v'i^^u'v'i G Gj^, 
et il est clair que l'on peut supposer v[ G U'j^ ; puisque la composante dans Gi de 
v'i~^u'v'i est la même que celle de u', on a v'i'^^u'v'i G Gi ; si F est le Frobenius de 
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Gai (Fç/Fq), on a donc F{v[y^u'F{v[) = v[^^u'v[. On en déduit : 

Or d'après 13.1], le groupe Zgi^{u') r\V[ est toujours connexe; l'application de 



c'est-à-dire v'^v'i e G'i. En posant vi — v'^v'i, on obtient vi ^u'vi G Oi, ce qui est 



Revenons à la démonstration du lemme 15.111 D'après le lemme précédent, Uq 
rencontre Li ; or Uq est anisotrope, donc ii = G et Ki est maximal. Soit x (resp. 
xi) le sommet de B fixé par K (resp. Ki) ; on va montrer qu'il existe g G G tel que 
gxi = X, c'est-à-dire que K et Ki sont conjugués. 

D'après la définition de Uq, v est conjugué à u par un élément de Knr ] on 
déduit donc de la définition de u qu'il existe un appartement A'^r de Bnr stable par 
Gai (Fnr/F) et tel que l'ensemble des points de A'nr fixés par v est l'intersection de 
t ~ card (<i>n) racines affines a'i, . . . ,a'^ telles que pour tout i, la facette ^i,„r de B 
contenant xi appartient à la frontière de a[. Soit £„r un quartier de ,4^^ stable par 
Ga\{Fnr/F) contenu dans cette intersection, et soit A'^^ un appartement de Bnr 
contenant à la fois Ai^nr et un sous-quartier CJ^^ de £„r que l'on pourra, quitte à 
le réduire, supposer également stable par Gal{Fnr/F) ; si Pq ^^ ~ -^^o,nrf^o,nr 6st 
le sous-groupe parabolique minimal de G„r associé à la direction de £„r, il existe 
V d Uq tel que vA'^r — Al^r ! de plus, on déduit des relations de commutation 
entre éléments unipotents de Gnr (cf. |H| et ^ annexe]) que vA\^nr est situé sur 
l'intersection des ; enfin, on a le lemme suivant : 

Lemme 5.13. On 'peut choisir A'^r et v tels que v d G et A"nr est stable par 
Gai (Fnr/F). 

Démonstration. En effet, puisque Ai,nr et sont stables par Gail{Fnr/F), l'ap- 
partement F{Anr), OÙ F est le Frobenius de Gal{Fnr/F), les contient également. 
De plus, on a le lemme suivant : 

Lemme 5.14. L'application de Lang sur U'çmr surjective. 

Démonstration. En effet, pour tout y G £'„r stable par Ga\{Fnr/F), elle est sur- 
jective sur Ky n f/p.nr lemme lïïm et la réunion de ces sous-groupes est Uq „^ 
tout entier. □ 



Lang y est surjective, et on obtient G Zq'^ {u') D ll[ tel que l'on a : 




F{v'l) 



l'assertion cherchée. 



□ 
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On en déduit qu'il existe v' e C/o.„r tel que w'^^F(w')F(^^^) = ; l'apparte- 
ment v'A'^^ est alors stable par Gal(F„r/F). De plus, on a : 

donc v~^v'~^Y (v'v) appartient à l'intersection de Uq „^ et de Nq^^ (îo,nr)i où Tq .^^ 
est le tore maximal associé à A'^^. Or une telle intersection est forcément réduite 
à l'identité : en effet ses éléments sont des éléments unipotents de Nq^^ (Tq 
qui fixent un quartier de A'^r , donc AJ^r tout entier ; ce sont donc des éléments de 
^G„r (2^0 nr); tore et ne contient pas d'éléments unipotents autres que 1. 

On en déduit v'v G G. L'assertion du lemme est donc vraie en prenant v'A'^r et v'v 
à la place de A'^r v. □ 

On en déduit que vxi est un point de A'^r fixé par Gai (Fnr/F) et situé sur 
le sous-espace affine E de A'„^ engendré par A„r- Or le seul point vérifiant ces 
propriétés est a; : en effet, s'il existe un autre point y de E fixé par Gai {F^r/F), ce 
groupe fixe point par point la droite de E engendrée par a; et y ; comme l'intersection 
de Anr et d'une telle droite est un segment ouvert, elle n'est pas réduite à a; et on 
obtient une contradiction. On en déduit que l'on a vxi = x et donc que K et Ki sont 
conjugués. Quitte à remplacer K par vK, on peut donc supposer K — Ki ; le fait 
que O et Oi sont contenues dans une même G-orbitc de G se déduit immédiatement 
du corollaire 15.61 

□ 

Soit A l'ensemble des couples (/i, O), oii /i G et O est une G-orbite unipotente 
anisotrope du groupe fini M associé à /j, ; on a ainsi montré le résultat suivant : 

Proposition 5.15. // existe une injection (j) de A dans l'ensemble des orbites unipo- 
tentes de G, qui possède la propriété suivante : pour tout couple (fi, O), si K est un 
sous-groupe parahorique de G dont l'élément de Ai associé est /i, Uq = (p-, O) est 
une orbite unipotente de G minimale parmi celles rencontrant l'image réciproque de 
O dans K ; de plus, si (M^K^) est un représentant de ii, Uo rencontre K^. 

Soit maintenant /i G Ai, {M,K]\j) un représentant de /i, G = Km/K\j, O une 
G-orbitc unipotente de G et U = Uq = (f>{lJ',0). Si O est anisotrope, on posera 
r (O) ~ dira {Uq) ; si O et quelconque, si M est un Levi de G et Dm une G-orbite 
unipotente anisotrope de M tels que Cm C O, on posera r (O) — r (Om)- On a le 
résultat suivant : 

Lemme 5.16. Soit /i' G Ad, K' un sous-groupe parahorique de G tel que k (K') — 
/i', G' — K' / K'^ , etW l'ensemble des G-orbites unipotentes de G'. On a une égalité 
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de la forme : 



o'ew 



avec pour tout O' : 

- si K' est associé à un sous-groupe de K et si O' Cl O, on a cu o' 7^ ; 

- si O' ne vérifie pas la condition ci-dessus et si r (O') > r (O), on a cjjo' — 0. 

Démonstration. En effet, on a par (PJ, pour tout / e CK'fi, si u est un élément 
quelconque de U : 



Soit O' G W telle que r {O') > r {O) ; si l'image réciproque de O' dans K' ne 
rencontre pas U, il n'existe aucun h G G„ tel que hr^uk G K' et h~^uh G O', et 
donc cjj.o' = 0. Supposons donc que l'image réciproque de O' dans K' rencontre 
U . Soit M un Levi de G' et une orbite unipotente anisotrope de G' tels que 
O'yi C O' . Soit P un sous-groupe parabolique de G' de Levi M, et A'p le sous- groupe 
parahorique de G image réciproque de P dans K' ; d'après la proposition 15 . 15l C/q^ 
est minimale parmi les orbites unipotentes de G rencontrant l'image réciproque 
d'un élément u' quelconque de dans K!p] comme K'^ C K!p^ , a fortiori, Uq'^ 
est minimale parmi les orbites unipotentes de G rencontrant u'K'^, et on a donc 
r {O') — r (O^) < r (O). De plus, par le lemme lïï.lll si U est également minimale 
parmi les orbites unipotentes de G rencontrant u'K'^, K et K!p sont associés et, en 
identivfiant G à M, on a — O, ce qui démontre la deuxième assertion du lemme. 

Montrons maintenant la première : supposons que K' est associé à un sous-groupe 
de K et que O' c O. Alors la somme définissant cu qi comporte au moins un terme 
non nul ; puisque ces termes sont tous positifs, on en déduit que C[/,o' 7^ 0. □ 

Corollaire 5.17. Les intégrales orbitales Ju^ sont linéairement indépendantes sur 



Démonstration. En effet, supposons qu'il existe des constantes Ao', O' G A, telles 
que X^o' ^O' Ju,0'\co = 0; on va montrer par récurrence sur r{0') qu'elles sont 
toutes nulles. Fixons donc (^', O') G A, et supposons que pour tout (/x, O) G A telle 




d'oii pour tout O' ClU : 




vol {Z% {u) \Z% [u) hK') 
vol {K') 
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que r (O) > r (O'), on a Aq = 0. Soit K un sous-groupe parahorique de G contenant 
/, et G = K/ ; écrivons, comme dans le lemme précédent, pour tout (/i, O) G A : 

Juo\Ck.o = ^CUo,0"lo", 
O" 

011 O" décrit l'ensemble des orbites unipotentes de G. On en déduit, en identifiant 
lo' à un élément de Cq : 

Juo (lo') = CUo,0'^ 

d'où : 

0= ^ AqJc/o (lo') = ^ ^OCUo,0'- 

0,r{0)<r(0') 0,r{0)<r(0') 

Or d'après le lemme précédent, si r {O) < r{0'), cuo,o' — si O ^ O' ; l'égalité 
précédente se réduit donc à : 

Comme, toujours par le lemme précédent, cug, ,o' 7^ 0; on a Xq' = 0, ce qui démontre 
le corollaire. □ 

5.2. Quelques résultats sur les groupes finis. 

Lemme 5.18. Soit G un groupe fini réductif et connexe, Pp un sous-groupe parabolique 
minimal de G, Tia l'algèbre de Hecke des fonctions sur G biinvariantes par Pq. 
Soit T un tore maximal de G, g un élément régulier de T ; la restriction à 
de Vintégrale orbitale Ig est combinaison linéaire des restrictions des intégrales or- 
bitales unipotentes sur G. 

Démonstration. Soit G un groupe réductif connexe défini sur et F une application 
de Frobenius de G dans lui-même tels que G = G"^ ; pour tout tore maximal T de G, 
soit T le tore maximal F-stable de G tel que T = T^. Si est un élément régulier 
de T, on a, d'après le lemme lOI pour tout / G Hg ■ 

1 

card (T) 

où Rt,i est l'application de Deligne-Lusztig de G dans G définie dans la démonstra- 
tion du théorème l4.2l Or d'après la démonstration du lemme tous les {Rt^b, /)gj 
9^1, sont nuls, et on peut donc écrire : 

(-Ria, /)g = y^(^T,e, /)g 
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D'autre part, on a pour tout g G G, d'après la démonstration de ,5, théorème 7.5.1] : 

Y^R-l^e (g) = /:((.9,l),x), 
e 

où, comme dans la démonstration du théorème 14. 21 X — L^^ (U), U étant le radical 
unipotent d'un sous-groupe de Borel B de G contenant T, et oii C (^{g, 1) est 
le nombre de Lefschetz ; si g — su est la décomposition de Jordan de g, ce nombre 
vérifie, d'après 7.1.10] : 



/:((5,i),x) =£(ki),x(^'1)) 



où X*^*'^^ est l'ensemble des points de X fixés par (s, 1), c'est-à-dire l'ensemble des 
éléments h de X C G vérifiant sh — h. Or cet ensemble est vide si s ^ 1, c'est-à-dire 
si g n'est pas unipotent ; on en déduit : 

geG,g unipotent ^ 
Puisque les iÎT.e sont des fonctions sur G invariantes par conjugaison, si U est 
l'ensemble des orbites unipotentes de G, on peut reformuler l'égalité ci-dessus de la 
manière suivante : 



ueU \ 9 ) 



OÙ pour tout u € U, lu est l'intégrale orbitale sur u, ce qui démontre le lemme. □ 

Corollaire 5.19. Si G est tel que tout tore maximal T de G admet au moins un 
élément régulier, et si aucune composante connexe du diagramme de Dynkin de G 
n'est de type Ej ou Eg, alors les intégrales orbitales unipotentes engendrent l'espace 
des restrictions à Hg des distributions sur G. 

Démonstration. Ce corollaire se déduit immédiatement du lemme précédent et de 
la proposition □ 

Soit maintenant P = MU un sous-groupe parabolique de G et O' une G-orbite 
unipotcnte anisotrope de M. On peut assimiler Iq/ à la fonction caractéristique de 
O' dans M ; on peut alors définir la distribution Ind^ Iq' sur G. On déduit de la 
définition de l'induite que l'on a : 

i-dS = E ""tldln^ ^^^^ ^ ^) 

o ^ ' 

la somme portant sur les G-orbites unipotentes de G ; u désigne un élément quel- 
conque de O. De plus, on a le lemme suivant : 
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Lemme 5.20. Avec les notations précédentes, pour tout O, O'U H O ne peut être 
non vide que si on a soit O' C O, soit r (O') > r (O). 



Démonstration. En effet, soit Kp le sous-groupe parahorique de G image récipro- 
que de P dans K, {M, Km) ~ «o (Kp), /i' la classe de {M,K) dans A4' et u un 
représentant dans Km de Uq' ■ Soit P = MU l'unique sous-groupe parabolique de 
G de Levi M tel que l'image de P H K dans G est P ; si O'U fl O est non vide, 
O admet un représentant dans G de la forme uv, v G U ] un tel représentant est 
clairement unipotent, et si O' n'est pas contenue dans O, l'orbite V de uv dans G 
ne contient pas u. Or il existe t £ Na (Km) tel que t^^ {U D K) t C U O K^ : si 
Tq est un tore déployé maximal de G contenu dans M, il suffit de choisir t tel que 
pour toute racine a de G relativement à Tq telle que Ua Cl U , a (t) est de valuation 
strictement positive. L'élément t~^uvt est alors un élément de K dont l'image dans 
G est dans O', et on déduit de la proposition 15.151 que (j){fi',0') C V. Puisque 
O' n'est pas contenue dans O, on déduit du lemme 15.111 que (t){ij,',0') n'est pas 
minimale dans V, d'où r {G') > r {O). □ 

Soit maintenant / une fonction sur G ; on dira que / est cuspidale si la fonction 

centrale f'^ = -— V Ad (q) f est cuspidale. Pour une telle fonction f , on 

card (G) ^^^^ 

a en particulier, pour tout sous-groupe de Levi M propre de G et toute orbite 
unipotente O' de M : 



Fixons un sous-groupe parahorique minimal Pq = MqUo de G et un tore déployé 
maximal Tq de G. Soit Tic l'algèbre de Hecke des fonctions sur G biinvariantes par 
Pq ; on notera TYg, cusp le sous-espace des éléments cuspidaux de Hq. 

Soit P = MU un sous-groupe parabolique de G standard (relativement à Po et 
To) ; par restriction, Hu s'identifie canoniquement à une sous-algèbre de Hg. On a 
le lemme suivant : 

Lemme 5.21. Soit R un système de représentants des classes de conjugaison de 
sous-groupes de Levi standard de Q ; on a la décomposition suivante : 



(indS lo') if) = (indS lo') (f) 

— /I rG\ 



= 0. 




Mê-R 



et la somme est directe modulo Cq (G) n Ha- 
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Démonstration. En effet, soit / G 7i{j- D'après la proposition 13 . 22l on peut écrire 
de manière unique, en posant pour tout M G iî : 

/■K = ^ IndS /m, 

où /m est une fonction centrale et cuspidale sur M ; de plus, pour tout M, si P = MU 
est un parabolique de G contenant M, d'après le lemmc 13.211 Ind^ /m et /m ne 
diffèrent que par un élément de Cq (G). Pour montrer le lemme, il suffit donc de 
montrer que pour tout M, /m g Tïm + Cq (G). 

Pour toute fonction (f> sur G et tout M G iî, on posera r'^(f> = (0*') . Montrons 
le lemme suivant : 

Lemme 5.22. Pour tout M e R, r^/ eTim + Ca (M). 

Démonstration. En effet, soit Pq = MqUo un sous-groupe parabolique minimal de 
G tel que Mo C M, Tq le tore déployé maximal de G contenu dans Mq, W le groupe 
de Weyl de G relativement à Tq, et W' un système de représentants de W modulo 
n M à gauche ; on a : 

'^«^=card(G)'card(U)^^^('^"'"'^) 

Ecard(PwPo) , / _i _i n 

card(M)card(G)card(U) m ■ muw) . 

Cette dernière fonction est égale à un élément de Cq (M) près à : 

^ card (Prfp) >^ ^ ^ _i . 
^ card (G) card (U) ^ ^ ' """^ " 

Considérons, pour tout w, la fonction f -uw). Elle est biinvariante par 
wPqw^^ n M; or ce groupe est un sous-groupe parabolique minimal de M, et est 
donc conjugué dans M à Pq H M, et on en déduit l'assertion du lemme. □ 

Revenons à la démonstration du lemme 15.211 : on va montrer, par récurrence 
sur le rang semi-simple de M, que pour tout M, /m G Hm + Co . Fixons donc 
un M, et supposons que pour tout M' G iî de rang strictement inférieur, on a 
fu' G "^M' C Hg- D'après le lemme précédent, on a : 



Y, Ind£, /m' eHm + Co (M) . 



Or si ç!» G Cq (G), (p'^ = 0, donc r£0 = ; on en déduit, en utilisant le lemme ^TTH : 



'e-R 
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d'autre part, si M' n'est pas contenu dans un conjugué de M, le lemme lïï. 2 51 montre 
que r£ Ind^/ /m' = 0. Enfin, pour tout M' distinct de M et contenu dans un conjugué 
de M, par hypothèse de récurrence, /m' G Hm' + Co C Hm + Cq (G) (cette 
inclusion est évidente si M' C M, et le lemme 13.211 permet de ce ramener à ce 
cas), d'oià r'^fw & Ti-u + Co (G) d'après le lemme précédent; on en déduit que 
Ind^ /m g Ti-M + Cq (G) ; enfin, on déduit immédiatement du lemme 13.241 que 
l'on a : 

Tm Ind^i /m e /m + Cq (G) , 
ce qui permet de conclure. □ 

5.3. Le résultat principal. On va maintenant démontrer le résultat principal de 
cette partie : 

Théorème 5.23. Supposons que G vérifie (Cl), que son diagramme de Dynkin ne 
contient aucune composante connexe de type E-j ou Es, et que p est bon pour Gnr- 
Alors les restrictions à Ji des distributions intégrales orbitales unipotentes sur G 
engendrent î'c.ilw- 

Démonstration. Ici encore, grâce au théorème 13.361 il suffit de considérer les re- 
strictions des distributions au sous-espace TL'q des éléments de 7i à support dans la 
réunion des parahoriques de G contenant /. On va montrer l'assertion suivante : si 
/ est un élément de TL'q tel que pour tout (/i, O) G A, J^/^ (/) = 0, alors / annule 
toute distribution invariante sur G ; comme Tig est de dimension finie, cela implique 
l'assertion du théorème. 

Soit donc D G 2?c,i- Pour tout sous-groupe parahorique K àe G contenant /, si 
"Hk est l'ensemble des éléments de à support dans K, on peut écrire, grâce au 
corollaire 15. 191 : 

où U'j^ est l'ensemble des orbites unipotentes de G = K/K^. De plus, puisque D 
est invariante par conjugaison, si O et O' sont deux orbites unipotentes contenues 
dans une même G-orbite, on peut supposer \'q — \'q, ; on peut donc reformuler la 
somme ci-dessus de la façon suivante : 

0£Uk 

011 Uk est l'ensemble des G-orbites unipotentes de G. 

Considérons l'ensemble des classes de G-conjugaison de couples (M, O'), oii M 
est un sous-groupe de Levi de G et O' une G-orbite unipotente anisotrope de M. Cet 
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ensemble est en bijection canonique avec l'ensemble des G-orbites unipotentes de 
Gr : à une telle G-orbite O, on associe un sous-groupe de Levi M minimal rencontrant 
G, et O' = O n M ; de plus, on déduit du lemme lÏÏ.20l aue la matrice : 

(card(G'UnO))o o, , 

oii O' décrit l'ensemble des seconds membres des éléments de A, est triangulaire 
supérieure, à coefficients diagonaux non nuls puisqu'il est clair que si G' C O, 
card (O'U n G) ^ 0. Elle est donc inversible, et on peut alors écrire -Dj-H^ sous la 
forme : 

^It-Ik — ^ rfo'.CD IndS lo'- 

(M,0')6-Rk 

On en déduit, si UK,anis est l'ensemble des G-orbites unipotentes anisotropes de G : 

Notons que s\ D ~ Ju , où U est une orbite unipotente de G, l'égalité ci-dessus est 
valable pour la restriction de D k l'espace Ck,q,cusp des éléments cuspidaux de Ck,q 
tout entier. 

Pour toute O' G UK.anisi OU posera do'.u ~ do'.G,Ju ! obtient alors une matrice 
carrée A = {do' ,Uo") o' o"' ^" décrivent l'ensemble des seconds membres 

des éléments de A, qui est inversible d'après le corollaire 15 .171 

Soit maintenant Ki , . . . , Kt les sous-groupes parahoriques maximaux de G con- 
tenant /. Soit / e Ho ; posons : 

t 

i=l 

OÙ pour tout i, fi est un élément de Ti.K i,o- Pour tout i, soit Ri un système de 
représentants des classes d'association de sous-groupes parahoriques K' de G tels 
que I C K' C K ; d'après le lemme 15.211 on peut écrire, de façon unique modulo 
Co (G) : 

/i = ^ fi,K', 

avec pour tout K', fi K' G 'Hk',cusp- Pour tout /i 6 A^, posons : 
Il est clair que l'on a : 

/ — fn'j 

peM 

d'autre part, on déduit du lemme ITi. 211 que pour tout sous-groupe parahorique K' 
de G contenant I , si jj, — k^^ {K'), ff^ G 'Hk',cusp + Gq (G). Fixons donc, pour tout 
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fi, un sous-groupe parahorique de G contenant / et tel que k (K^) — /i ; quitte 
à rajouter à / un élément de Hf] Cq (G), on pourra supposer e 'Hk^,cusp pour 
tout /i. 

Pour tout (/i, O') G A, écrivons : 

Juo, if) = E Juo, iU') = E E do",0'lo" iU') ■ 
tJ.'eM ti'eMO"eUK^,,anis 

Pour tout (/Lt', O") G A, considérons la distribution Dq" sur Tig définie par : 

D0"\nK „,c„sp = ^0"\Hk „.a^sp 

pour tout /i" tel que i^^" est contenu dans + Cq (G), et : 

pour tout ne vérifiant pas cette condition ; on obtient alors : 
Juo, if) = E do"^o'Do" if) ■ 

(ai',0")6A 

Or on sait que la matrice des do",o' est inversible; on en déduit Dq" (/) = pour 
tout O" , d'oii, par une récurrence évidente, pour tout (^', O") E A, Iq" (/^') = 0, 
d'oii D {ff_i") = pour tout /i", donc D (/) ~ 0, ce qui démontre le théorème. □ 

Corollaire 5.24. Si G vérifie les conditions du théorème précédent, les espaces 
engendrés par les restrictions à Ti. des distributions intégrales orbitales respective- 
ment sur les éléments semi-simples réguliers non ramifiés de G et sur les éléments 
unipotents de G sont égaux. 

Démonstration. En effet, d'après le théorème précédent et le théorème l4.2l ces deux 
espaces sont égaux à î?c,i| -H- D 
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